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GEOMETRIE
DESCRIPTIVA






INTRODUCERE

Definitie. Geometria descriptiva este stiinta care studiazd
metodele de reprezentare exacte ale corpurilor prin metoda

proiectiilor.

Geometria descriptivd este, prin esentd, o stiintd grafica.
Constructia reprezentdrilor grafice tratate de geometria
descriptiva se bazeaza pe metoda proiectiilor care deriva din
mecanismul vederii umane. In 1799 francezul GASPARD
MONGE, in lucrarca GEOMETRIE DESCRIPTIVE
descrie metoda dublei proiectii ortogonale care constd in
proiectia corpurilor din spatiu pe doud plane principale de
proiectie perpendiculare intre ele, planul orizontal [H] si
planul frontal (vertical) [V].

In cazul in care aceste doud plane nu sunt suficiente
pentru definirea corpului din spatiu atunci se foloseste un al
treilea plan perpendicular pe cele doud plane /H/ si /V] numit
plan de profil (lateral) /L] In acest fel se pot reprezenta
corpurile din spatiu tridimensional in spatiul cu doud
dimensiuni (foaia de hartie), reprezentare numita epurd care
apoi da posibilitatea cunoasterii corpului cu ajutorul
proiectiilor deducandu-se atdt forma si dimensiunile, cat si

pozitionarea in spatiu.



1. SISTEME DE PROIECTIE

1.1 Generalitati

Sistemele de proiectie folosite de geometria descriptivd asociaza

elemente de baza ale vederii umane (teoremele privind fasciculele de

lumind) cu elemente geometrice componente ale sistemului de proiectie
respectiv.

Reprezentarea unui corp prin proiectie se obtine ducand prin punctele

aferente conturului raze vizuale (de proiectie) numite proiectante, adica

linii drepte care, la intersectia lor cu planul de proiectie (planul pe care
se face proiectia) dau pe acesta imaginea (proiectia) corpului.

Elementele de baza ale unei proiectii sunt (Fig.1.1) :

- punctul 0 (ochiul observatorului), numit centru de proiectie;

- suprafata P pe care se proiecteaza obiectul (dreapta 4B8), numit plan
de proiectie;

- dreptele sau razele vizuale care trec prin punctele caracteristice (4 si
B) ale corpului si intersecteaza planul de proiectie /P/ in a si b,
numite proiectante;

- punctele a si b obtinute pe planul [P/, care constituie proiectia

punctelor 4 si B.

oe
7a
ﬁ O centude
proiectie
Corpul proiectat
--------- Proiectia corpului
“ pe planul P
= |[P]
Plan de proiectie

Fig. 1.1



La proiectia corpului 4B pe planul de proiectie /P] se duc din centrul 0
de proiectie proiectante prin punctele caracteristice 4 si B, acestea
determind punctele a si b la intersectia lor cu planul de proiectie.
In raport de distanta centrului de proiectie fata de corp, proiectia
corpului din spatiu se realizeaza prin doud metode:
- proiectia centrald sau conicd (Fig.1.2a) cand centrul de proiectie se
afla la o distanta finitd fatd de corp;
- proiectia paraleld sau cilindricd (Fig.1.2 b,c) cand centrul de
proiectie se afld la distantd infinita fata de corp.
La randul ei, proiectia paralela este de doua feluri:
e proiectia paralela oblica (Fig.1.2b) cand directia de proiectie
este Inclinata fatda de planul de proiectie /P}/,
® proiectia paraleld ortogonala (Fig.1.2c), cand directia de

proiectie este perpendicularad pe planul de proiectie /P/.

Fig. 1.2

Oricare ar fi sistemul de proiectie utilizat, corpurile din spatiu apar
deformate in proiectia din planul de proiectie datorita mecanismului
fasciculelor de lumind, deformari care se produc dupa anumite teoreme
geometrice specifice fiecarui sistem 1n parte, care transforma corpul din
spatiul tridimensional intr-o imagine in spatiul bidimensional (foaia de

hartie).



Pentru reprezentarea corpurilor DESENUL TEHNIC utilizeaza metoda

proiectiei cilindrice ortogonale.

1.2 Sisteme de referinta

Pentru a proiecta un corp oarecare din spatiu pe un plan de proiectie,
trebuie sa il incadram intr-un sistem de referintd denumit sistem de
proiectie.
Definitie. Sistemul de proiectie reprezinta un ansamblu de elemente i
metode care permit trecerea de la un spatiu cu un numdr de dimensiuni la
un alt spatiu cu un alt numdr de dimensiuni.
Gaspard Monge a definit sistemul de proiectie ortogonal format de doud
plane de proiectie perpendiculare intre ele, planul de proiectie orizontal /H/
si planul de proiectie vertical /'], care se intersecteazd dupa dreapta Ox (O
in dreapta) numita /inie de pamant. Avand 1n vedere ca spatiul este infinit
si ca planele sunt suprafete infinite, impartirea spatiului se considerd in
4(patru) subspatii, denumite diedre (Fig. 1.3), cel mai utilizat in tehnica
fiind Diedrul I, unde toate coordonatele sunt pozitive (Tab. 1.1).
Definitie. Diedrul este figura formatd de douda semiplane mdrginite de

dreapta lor de intersectie (portiunea din spatiu cuprinsd intre aceste

semiplane).
A
z
DIl vl DI
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< | E
[Hal ! - 0l
Dli1 Div
wl [
Fig. 1.3 a. b.
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Tabelul 1.1

DIEDRUL / Coordonata | 11 111 v
Departarea + - - +
Cota + + - -

Nu tot timpul acest sistem de proiectie poate defini complet corpul
din spatiul tridimensional; din aceastd cauza, Gaspard Monge a introdus
sistemului de proiectie anterior prezentat un al treilea plan de proiectie
perpendicular pe planele /H/ si /V] numit plan lateral /L/ Sistemul de
plane /HJ, [V]si [L]a caror intersectie doud cate douda formeaza sistemul
de axe rectangulare OXZY este cel mai utilizat sistem de referintd fiind
denumit triedrul ortogonal de proiectie, Fig.1.4.

linia de pamant Ox = [H]~[V];
axa secundard Oy = [H]n[L];
axa secundard 0z = [V']n[L];
originea axelor O = [H]|n[V']n[L]

Avand in vedere infinitatea spatiului si a suprafetelor impartirea
spatiului se considera in 8 (opt) subspatii denumite #riedre, cel mai utilizat
in tehnicd fiind triedrul I unde coordonatele sunt pozitive (Tab. 1.2);
pentru usurinta limbajului si a constructiilor in literatura de specialitate se
foloseste denumirea de diedru si pentru triedre, notatiile consacrate fiind de

cele opt diedre.

Tabelul 1.2
DIEDRUL / I m|mar | 1v | v | VI | VIl |VIII
Coordonata
Abscisa + + + + B B B B
Departarea + _ _ + + _ _ +
Cota + + B B + + B _

11
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Fig. 1.4 b. c.

1.3 Sisteme de reprezentare
Sistemele cele mai utilizate in DESENUL TEHNIC sunt:
Perspectiva este sistemul de reprezentare care are la baza proiectia centrald
pe un plan de proiectie [P/, asezat intre corp si centrul de proiectie (ochiul
observatorului), Fig.1.5. Este folosit cu precddere 1n arhitecturd si

constructii.
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Fig. 1.5 a. b.
Dubla proietie ortogonald este sistemul de reprezentare cunoscut

sub denumirea de METODA MONGE si are la baza proiectia paralel

ortogonala pe doud sau mai multe plane de proiectie perpendiculare

intre ele; planul orizontal /H/ si planele verticale de front /7] si de

profil /L], Fig.1.6.

Z
A
[V] L az ‘Gu
OI‘ X O@ /T
Oo,fA \/\3 Z
) x = abscisa™~J[L]
5 a'l | ' dbscisa | dep. gt
g | %
| o o
X < ax 'l 0______031_*Y g g
< | J 1 x 9x| abscisa | dep. Ay,
a : S by a 0
H 8
a Qy / Y abscisa
[H a ay
Y Y
Fig, 1.6 Fig. 1.7

Yi

Se alege in asa fel proiectia corpului astfel incat diversele fete ale lui

sa fie paralele cu planele de proiectie, astfel incat fetele corpului sa se

proiecteze in “adevarata” lor marime pe planele de proiectie. Dupa

proiectia corpului pe cele trei plane de proiectie ale sistemului de

referintd (triedrul ortogonal de proiectie OXZY) se procedeaza la

13



rabaterea planelor, planul orizontal /H/inspre in jos iar planul de profil
/L] lateral spre spate, pand cand se suprapun pe extensia planului
vertical (foaia de hartie). Rabaterea se face in jurul axelor sistemului
rectangular OXZY cu 90° ; figura asfel obtinuti se numeste epura,
Fig.1.7.

Definitie. Epura este desenul care contine rezolvarea graficd a unor
probleme de geometrie in spatiu prin intermediul geometriei
descriptive.

Un corp in spatiu (structurd spatiald) poate fi proiectat cu unghiuri
drepte pe sase planuri care formeaza suprafata unui cub (Fig.1.8 a, b, ).

N
vederea din fata F;  {fs

vederea din

/II,I:,I: ’ ’ N ’ Stanga F2
2 ks

<

vederea de jos F;

a.
vedere
A B E de jos F
| ) .
I vedere din | F=EI] vedere din - vedere din
‘. EdreopiuA F Bshngo F spate E]
E 3 din fata~ . }
g, B S
G C D H G1
B=ED
1
G vedere
de sus
G
Fig. 1.8 b. c.
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Aceastd reprezentare cunoscutd sub denumirea celor “6 proiectii
principale” nu ofera tot timpul proiectia elementelor geometrice ale
corpului in adevdrata marime pe planele de proiectie datoritd deformarilor
imaginilor din spatiul tridimensional in spatiul bidimensional.

Reprezentarea axonometricd este sistemul de reprezentare a corpurilor
din spatiu pe un singur plan de proiectie /P/numit plan axonometric prin
proiectie paraleld, oblicd sau ortogonald si prin care se urmareste ca
imaginea obtinutd sa sugereze spatial corpul. Metoda foloseste raportarea

prealabili la triedrul ortogonal OXYZ, Fig.1.9.

Reprezentarea cotatd este sistemul de reprezentare a suprafetelor si
utilizeaza atat elemente geometrice ( proiectia paralela ortogonala pe
planul de proiectie orizontal /H]) cét si elemente numerice ce definesc

cotele ( adancimi sau Tnaltimi ).
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o Curbele de nivel. Urma din plan rezultatd dupa intersectia unei
forme de relief cu un plan /P/ paralel cu planul de proiectie
orizontal /H] de cotd zero (plan de comparatie — nivelul constant
al marii) se numeste curbd de nivel (Fig.1.10, Fig.1.11) si se

utilizeaza in topografie si cartografie.

e i
.*:-;c-FWf’; RVIAY
P An PR A

" ‘I:--(fl“,,ﬂ““}..‘" .

e Liniile de plutire Carcasa unei nave are o forma destul de
complicatd. Pentru reprezentare se duc trei sisteme de plane
verticale si se construiesc intersectiile lor cu suprafata exterioara

a carcasei, Fig.1.12.
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Fig. 1.12

Planele secante se duc:
a. orizontal, curbele de intersectie /. . . V1 se numesc linii de plutire, fiind
curbele pe care le traseaza apa pe carcasa navei pe masurda ce aceasta se
scufunda in functie de greutatea incércaturii. Pe vederea laterald a carcasei,
precum si pe vederea de sus (dinspre prord) si din spate (dinspre pupi),
liniile de plutire sunt reprezentate de drepte orizontale. Toate liniile de
plutire se obtin in plan in marime naturala.

b. vertical, paralel cu axa longitudinald a navei, curbele de intersectie

corespunzatoare A, B, C sunt reprezentate in plan si pe vederea din fata (si
din spate) prin linii drepte, iar in vederea laterala prin linii curbe.

c. vertical, perpendicular pe axa longitudinald a navei, planele de coasta

sunt planele perpendiculare pe axa longitudinala a navei. Curbele de
intersectie 0, 1, 2, . . . 10, sunt reprezentate in plan si pe vederea laterald

prin linii drepte, iar pe vederea din fatd ( si din spate) prin linii curbe.
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2. PUNCTUL

2.1 Reprezentarea punctului in epura

Folosind cele doud plane de proiectie perpendiculare ( [H] —
orizontal i [V] — vertical ) care se intersecteaza dupa dreapta (OX) — axd
de proiectie sau linie de pamdant, un punct A din spatiu se va proiecta pe
[H] in a — proiectia orizontald a punctului si pe /V] in a’— proiectia
verticala a punctului. Distanta de la punctul A la [H] se numeste cotd si se
noteaza cu z, iar distanta de la punctul 4 la [V] se numeste depdrtare si se

noteazd cu y , (Fig. 2.1).

a e
(]
Sl s
Bl (8
a
L 0
o]
[} [}
o 3
<
£ (%
— [}
ae/
Fig. 2.1 Fig. 2.2

Prin rotirea /H] in sensul acelor de ceasornic pana la suprapunerea
peste [V] se obtine epura, (Fig. 2.2). EPURA este reprezentare pland
conventionald a corpurilor spatiale, proiectate ortogonal pe planele de
proiectie, utilizdnd numai axele de proiectie. In proiectia dublu ortogonala
(sistemul Monge), un punct A din spatiu este definit in epurda de doua
proiectii a si a’, iar doud proiectii aflate pe aceeasi linie de ordine definesc

un punct din spatiu.

2.2 Punctul in diedre
Diedrul — unghiul format intre doud plane care se intersecteaza. in cazul

proiectiei ortogonale, planele [H] si [V] impart spatiul in 4 diedre

18



(Fig.2.3), notate I, II, IIl si IV. In Fig. 2.4 sunt prezentate in epurd puncte

situate in cele 4 diedre. In functie de diedrul in care sunt continute,

semnele lui z §i y sunt pozitive sau negative, (Tab. 2.1).

a
+
[V] 7
X Al X
[H] 5
=
as) g
C \
1 5
X VI ¢, §X'
[H]

2.3 Punctul in triedre

Fig. 2.4

Diedrul | | I |oar v
Coordona
Departarea | + | — | — | +
Cota + |+ | -] -
b'
+ 5
[V] 5
X b X'
[H] X
[V]
X dx —X'
H] 5
d-s
dl

Unghiul format de 3 plane concurente se numeste unghi triedru. In

cazul folosirii celui de-al treilea plan de proiectie /W] — plan lateral de

proiectie, care este perpendicular pe /H]/ si [V], un punct A din spatiu (Fig.

19



2.5) va avea si 0 a treia proiectie a . Distanta de la punctul 4 la planul /W]

se numeste abscisa si se noteaza cu x. Epura se obtine prin rotirea planului

[H] in sensul acelor de ceasornic si prin rotirea planului /W] in sens invers

acelor de ceasornic, pana se suprapun peste [}/ (Fig. 2.6). Proiectia a”’

descrie 1n aceasta rotatie un arc de cerc de raza egala cu departarea. Pla-

nele [H], [V] si [W] impart spatiul in 8 triedre, notate cu /, 11, I11, ... VIII.

Puncte situate in cele opt triedre sunt prezentate in epurd in Fig. 2.7, iar in

Tab. 2.2 este sistematizat semnul coordonatelor x, y si z in cele 8 triedre.

Tabelul 2.2

Triedrul | I [ II |[IIT|IV | V | VI |VII| VIII
Semnulx | + | + | + | + | — | — — —
Semnuly | + | — | - | + | + | — | = +
Semnulz | + |+ | — | — | + | + | — -
4
z
M a G a’
o
' 3
a A az Wi X alscisa x 0 R
departarea a" ; Qx Qy1
o
ax| 7| X 2
X &
t av °
cota A abscisa (e
[H] Q
4 vy
Fig. 2.5 Fig. 2.6
Triedrul Il
Z A
C Cy
Triedrul |
AZ
= a Triedrul Il 42
b b bs < Cyl Cx O >
:X Qx 0 Qy1 >
b oy
Qy :( 0 R c e Cz
d vy x oy vy Yy
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Fig. 2.7

2.4 Puncte situate in plane bisectoare

Aceste puncte au distanta egala cu cota.

Se cunosc doud plane bisectoare: planul bisector unu care imparte
diedrele unu si trei in asa fel incét toate punctele acestui plan au departarea
egala cu cota si planul bisector doi care imparte diedrele doi si patru in asa
fel incat toate punctele acestui plan au departarea egala cu cota.
Conventional, aceste plane se noteaza /B;] si [B,],(Fig. 2.8).

©) ®0‘2~\
A\Y A
O@OQ“ - ?,\3

Fig. 2.8
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Daca E (e, e’) € [B,] si se gaseste in diedrul I, atunci cota va fi
egald cu departarea si ambele vor fi pozitive, (Fig. 2.9). Epura unui astfel
de punct va arata ca in Fig. 2.9, proiectiile e si e’ fiind simetrice fata de

linia de pamant.

Fig. 2.9
Idem cu punctele F' (1, f°) € [By], G (g, g) € [B;] siH (ee’) € [B,].

2.5 Puncte situate pe linia de pimant

Sunt situate pe dreapta de intersectie dintre planele /H] si [V] - (OX)
si apartin concomitent ambelor planuri deci, aceste puncte au atat cotele
ct si departirile egale cu zero. In aceasta situatie, proiectiile orizontale si

verticale se vor confunda cu Insdsi punctul din spatiu.

2.6 Puncte situate in planele de proiectie
Caracteristica unor astfel de puncte este cd una din coordonatele

descriptive este egalda cu zero si, prin urmare, una din proiectii se va
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confunda cu insdsi punctul din spatiu , in timp ce cealaltd proiectie se va
gasi pe linia de pamant, (punctele 7, J, K, L din Fig. 2.9).
Epurele tuturor punctelor prezentate la punctele: 2.2, 2.3, 2.4 si 2.5

sunt prezentate in Fig. 2.10.

fEf jv
k g
e!
X 1zl h gl  i=1 £ ey X'
ke k' Fe[B2] Jx=]
Ke[H]| . J e[V
1
I= [H,] ©
| hlw E <[BI]
Le[v] HEB4 g
G = [B3]
Fig. 2.10
2.7 Alfabetul punctului

Sintetizand cele expuse la reprezentarea punctului, se poate
concluziona ca: un punct poate ocupa 17 pozitii in regiunile spatiului
limitat la planele de proiectie si planele bisectoare (Fig. 2.11). Aceasta
succesiune de pozitii se numeste alfabetul punctului.

Comparand cele 17 pozitii ale punctelor de la 4 1a § din Fig. 2.11 si
din epurele punctelor (Fig. 2.12), rezulta urmatoarele:

- A(@a)e[H]=a'=A ra” cOx;
- B (b, b’) — situat in diedrul I, sub [B;], deoarece are departarea mai
mare decét cota, $i ambele sunt pozitive;

- C(e,c) e[B]= Cc =Cc;

23



D (d, d’) — situat in diedrul I, deasupra lui /B;/, deoarece are
depértarea mai mica decat cota, si ambele sunt pozitive;
Ee)elV,]=e =Ene c Ox;

F (f, /) — situat in diedrul /7, deasupra lui /B,/, deoarece are cota mai
mare decdt departarea in valoare absolutd (cota este pozitiva iar
departarea negativa);

G(g, g) e[B)] = ‘Eg‘ = ‘@ — ambele proiectii coincid, deci cota

este egald cu departarea absolutd si fiind situate ambele deasupra lui
Ox rezultd ci departarea este negativd si cota este pozitivd, semne
caracteristice diedrului 11,

1(i, i’) —in diedrul 11, sub [B,}],

JG.J) € [Hy] =] =J Aj < Ox;

K (k, k’) —in diedrul I1I, deasupra lui /B, /;

L 1) e[B]= L =l

- cota egald cu departarea in valoare si

ambele negative;

M (m, m’) —in diedrul III, cota mai mare decat departarea in valoare
si ambele negative;

N, n’) €[Vij=n"=N an c Ox - departarea zero, cota negativi;
P (p, p’) — in diedrul 1V, sub [B,], departarea pozitivd iar cota
negativa; in valoare absoluta cota este mai mare decat departarea;

R, r) € [B)] = ‘E‘ E‘W

- cota egald cu departarea in valoare
absoluta, in diedrul 1V

S (s, s’) — deasupra lui /B;/1n diedrul /V, departarea este pozitiva si
cota negativd; in valoare absolutd cota este mai micd decat
departarea;

O (0, 0’)  Ox cota si depiartarea egale cu zero.

24
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3 DREAPTA

3.1 Urmele dreptei

Urmele dreptei: punctele in care dreapta din spatiu intersecteazd
planele de proiectie. O dreapta oarecare poate intersecta cele trei plane de
proiectie, deci poate avea trei urme.

Punctul de intersectie dintre o dreaptd D si planul /H] se numeste
urma orizontald; se noteazid cu H (h, h’), H € [H], deci, H (x, y, 0).
Punctul de intersectie dintre o dreapta D si planul [}/ se numeste urma
verticald; se noteaza cu V (v, v)), V e [V], deci, V (x, 0, z). Punctul de
intersectie dintre o dreaptd D si planul /W] se numeste urma laterala; se
noteazd cu W (w,w’), W e [W], deci, W (0, y, z).

In Fig. 3.1 sunt prezentate proiectiile urmelor pe epura dreptei D (d, d’).
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Fig. 3.1

3.2 Pozitiile remarcabile (particulare) ale unei drepte

3.2.1 Drepte paralele cu planele de proiectie:
Dreapta de nivel (orizontala) — dreapta paralela cu [H], deci toate

punctele orizontalei au aceeasi cotd. Punctele ce definesc o astfel de
dreapta se vor gasi la aceeasi distanta fatd de /H/, proiectia verticala va
fi paralela cu linia de pamant Ox, iar proiectia orizontald poate fi

inclinati oricum fata de Ox, Fig. 3.2;
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Dreapta de front (frontala) — dreaptd paralela cu [V/], deci toate

punctele frontalei au aceeasi departare. Punctele ce o definesc se vor

gasi la aceeasi distanta fata de /V], proiectia orizontald va fi paralela cu

Ox si cea verticald, inclinata fatad de Ox, Fig. 3.3;
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Dreapta de profil — dreapta paralela cu /W], deci toate punctele dreptei

de profil au aceeasi abscisd. Punctele ce

aceeasi distantd fata de /W], iar proiectiile

perpendiculare pe Ox, Fig. 3.4.

z

S%E

H]

o definesc se vor gasi la

orizontala si verticald sunt

d"

vy



3.2.2 Drepte perpendiculare pe planele de proiectie:
Dreapta verticald — dreapta perpendiculard pe [H] si simultan paraleld
cu [V] si [W]. Punctele ce o definesc au atat abscisele cat si departarile

egale. Proiectia orizontala se reduce la un punct iar proiectiile verticala

si laterala vor fi paralele cu axa secundara de proiectie Oz, Fig. 3.5;
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Dreapta de capdt — dreapta perpendiculard pe [V]. Punctele ce o

definesc au abscisele si cotele egale. Proiectia verticala se reduce la un

punct iar proiectiile orizontald si laterald sunt perpendiculare pe Ox si

pe Oz , Fig. 3.6;
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Dreapta fronto-orizontald — dreapta perpendiculard pe /W], dar si
paralela cu [H] si [V]; este simultan o dreapta de nivel si o dreaptd
frontala. Punctele ce o definesc vor avea aceleasi cote si departari.

Proiectia laterala se reduce la un punct, Fig. 3.7;
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3.2.3 Drepte continute in planele de proiectie:
Dreapta continutd in planul orizontal [H] — orizontala de cotd zero.

Proiectia orizontald se confunda cu insdsi dreapta; proiectiile verticala

si laterala se suprapun pe axele de proiectie Ox si Oy, Fig. 3.8;
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Dreapta continutd in planul vertical [V] — frontala de departare zero.

Proiectia verticala se confunda cu insdsi dreapta; proiectiile orizontald

si laterala se suprapun pe axele de proiectie Ox si Oz, Fig. 3.9;
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Dreapta continutd in planul lateral [W] — dreapta de profil cu
abscisele zero. Proiectia laterala se confundd cu dreapta iar proiectiile
orizontald si verticald se suprapun pe axele de proiectiec Oy si 0z, Fig.

3.10.

3.2.4 Drepte ce coincid cu una din axele de proiectie

O dreapta ce coincide cu una din axele de proiectie va avea
proiectiile ei pe planele adiacente, confundate chiar cu axa respectiva, in
timp ce proiectia pe cel de al treilea plan se va reduce la un punct ce se
confundd cu originea axelor. Denumirile si proprietitile unor astfel de
drepte sunt aceleasi ca si pentru dreptele perpendiculare pe unul din
planele de proiectie ( verticala, fronto - orizontala si dreapta de capat ).

Aceste drepte si epurele lor sunt prezentate in Fig. 3.11.
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3.3 Pozitia relativa a doud drepte

3.3.1 Drepte paralele

Doua drepte paralele in spatiu vor avea proiectiile de acelasi nume
paralele intre ele. Reciproc: dacé proiectiile de acelasi nume a doua drepte
din spatiu pe fiecare din planele de proiectie sunt paralele intre ele, rezulta
ca si dreptele din spatiu vor fi paralele intre ele. Desenul si epura a doud

drepte paralele este prezentat in Fig. 3.12.
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Fig. 3.12

3.3.2 Drepte concurente
Doua drepte din spatiu vor fi concurente dacd proiectiile lor de

acelagi nume se intersecteaza, iar proiectiile punctului de concurenta se vor
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afla pe aceeasi linie de ordine. Desenul si epura a doud drepte concurente

este prezentat in Fig. 3.13.
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3.3.3 Drepte disjuncte (necoplanare, oarecare)

Dacd intr-o epurd punctele de concurentd a proiectiilor de acelasi
nume a doua drepte nu se gasesc pe aceeasi linie de ordine, dreptele din
spatiu nu sunt concurente §i nici nu indeplinesc conditii de neparalelism,
inseamnd cd ele sunt situate in plane diferite. Desenul si epura a doua

drepte oarecare este prezentat in Fig. 3.14.




4. PLANUL

4.1 Reprezentarea si urmele planului
Un plan poate fi determinat de:

- trei puncte necoliniare, Fig. 4.1;

X l 10 X
a a
c

Fig. 4.1 Fig. 4.2

- douad drepte concurente, Fig. 4.2;

- douad drepte paralele, Fig. 4.3;

d' 6' T\'c\'
a
| 0 b’ | O

Fig. 4.3 Fig. 4.4

- o dreapta si un punct exterior dreptei, Fig. 4.4.

Urmele planului sunt dreptele de intersectie ale planului proiectat
[P] cu cele trei plane de proiectie [H], [V] si [W].
- urma orizontald — se noteaza cu P,P,, este o dreaptd comuna a planului
[P] si a planului orizontal de proiectie [H/;
- urma verticald — se noteaza cu P,P,, este o dreaptd comuna planului /P]
sia planului vertical de proiectie /V];
- urma laterald — se noteazd P,.P,, este o dreaptd comuna a planului /P/ si

a planului lateral de proiectie /W].
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In Fig. 4.5 sunt reprezentate in desen si in epurd cele trei urme ale

planului proiectat [P].
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Fig. 4.5

4.2 Pozitiile planului in raport cu planele de proiectie

4.2.1 Plan de pozitie generala

Acest plan se intersecteaza cu cele trei plane de proiectie si taie cele
trei axe. Urmele unui astfel de plan pot forma cu axele de proiectie

unghiuri ascutite sau obtuze, Fig. 4.6.
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4.2.2 Plane proiectante (perpendiculare) pe unul din planele de
proiectie

- plan proiectant fatd de planul orizontal de proiectie [H] — urma

orizontala a planului /P/ este o dreaptd oarecare a planului orizontal de

proiectie /H], Fig. 4.7.
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- plan proiectant fatd de planul vertical de proiectie [V] — urma verticald a
planului /Q] ( perpendicular pe planul de proiectie [V ), poate fi in orice
pozitie, Fig. 4.8.
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- plan proiectant fatd de planul lateral de proiectie [W] — Fig. 4.9.
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4.2.3 Plane paralele cu un plan de proiectie si perpendiculare pe
celelalte doua

- Planul de front — paralel cu planul vertical de proiectie [}/, are urma
orizontala paraleld cu Ox si cea laterald paralelad cu Oz. Departérile tuturor
punctelor planului sunt egale cu departarea taieturii Fy de pe axa Oy, iar
Fh este paralela cu Ox si FI paralela cu Oz. Orice figura geometrica situata
in acest plan se proiecteza in adevarata forma si marime pe planul vertical
de proiectie [/V] si total deformata pe planele de proiectie orizontal [H] si

lateral [W]. In epurd prezintd numai urmd orizontald, Fig. 4.10.
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- Planul de nivel — paralel cu planul orizontal de proiectie /H/, are urma
verticala paraleld cu Ox si cea laterald paralelda cu Oy. Departarile tuturor
punctelor planului sunt egale cu departarea téieturii Fz de pe axa Oz, iar Fv
este paralela cu Ox si FI este paralela cu Oy. Orice figurd geometrica
situatd in acest plan se proiecteazad in adevarata forma si marime pe planul
orizontal de proiectie /H/ si total deformata pe planele de proiectie vertical

[V] si lateral [W]. In epurd prezinti numai urmd verticald, Fig. 4.11.
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- Planul de profil — paralel cu planul lateral de proiectie /W], are urma
orizontala paraleld cu Oy si urma verticala paraleld cu Oz. Departarile
tuturor punctelor planului sunt egale cu departarea taieturii Fx de pe axa
Ox, iar Fh este paralela cu Oy si Fv este paraleld cu Oz. Orice figura
geometrica situatd in acest plan se proiecteazd in adevarata forma si
marime pe planul lateral de proiectie /W] si total deformaté pe planele de
proiectie vertical [V] si orizontal [H]. In epurd prezintd numai urmd

laterala, Fig.4.12.
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4.3 Drepte particulare ale planului

Fig. 4.12

4.3.1 Orizontala planului

Este o dreaptd continutd intr-un plan oarecare [P/ si paraleld cu
planul orizontal de proiectie /H]. Proiectia ei verticala este paralela cu Ox
si se sprijind pe urma verticala P’P,. Proiectia orizontala este paraleld cu
urma orizontald PP, a planului. Toate orizontalele unui plan sunt paralele
intre ele, deci au proiectiile de acelasi nume paralele intre ele. Desenul si

epura sunt prezentate in Fig. 4.13.

z
I\l Pz
Pv DA W)
a' d' Pw
d'l
Px D 0
3 d all
Ph
[H] 2
y
Fig. 4.13

4.3.2 Frontala planului

Este o dreapta continutad intr-un plan oarecare /P] si paralela cu

planul vertical de proiectie /V]. Proiectia orizontala este paralela cu axa Ox
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si se sprijind pe urma orizontald PP,, iar proiectia verticald a dreptei este
paraleld cu urma verticala a planului P’P,. Toate frontalele unui plan sunt
paralele intre ele, deci au proiectiile de acelasi nume paralele intre ele.

Desenul si epura sunt prezentate in Fig. 4.14.

AZ
z
Pv VW
G“
d\
Jid 0 ° s
X d Pyl
a
X Ph
Yy
VN v,

Fig. 4.14
4.3.3 Dreapta de profil a unui plan
Este o dreapta a planului /P/ si paralela cu planul lateral de proiectie
[W]. Proiectia laterald este paralela cu urma laterald a planului. Celelalte
doua proiectii (orizontalad si verticald) sunt paralele cu axele secundare de

proiectie Oz si Oy, Fig. 4.15.
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4.3.4 Dreapta de cea mai mare panta
Este o dreaptd a planului [P/, perpendiculara pe toate orizontalele

acestuia, deci §i pe urma lui orizontald. Proiectia ei orizontald vi este
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perpendiculard pe urma orizontald a planului , iar proiectia verticala v’A’
apare ca in desen, Fig. 4.16. Fiind datd o dreaptd de cea mai mare pantd a

unui plan, se pot determina urmele planului, conform epurei din Fig. 4.16.
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Fig. 4.16
4.3.5 Dreapte de cea mai mare inclinatie
Este o dreaptd a planului [P/, perpendiculard pe toate frontalele
planului, deci si pe urma lui verticala. Ca urmare, proiectia verticala, v’4’,
a dreptei de cea mai mare inclinatie, este perpendiculard pe urma verticala,

P’P, aplanului, iar proiectia orizontald apare asa cum iese din Fig. 4.17.
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4.4 Pozitiile relative a doua plane

4.4.1 Plane concurente
Pentru a arata ca doud plane sunt concurente trebuie aflatd dreapta

de intersectie a acestora pentru care este suficient sa se gaseascd doud
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puncte care sa apartind celor doud plane. Atunci cand planele sunt date
prin urme si urmele de acelasi nume se intersecteaza in cadrul desenului,
intersectia urmelor de acelasi nume reprezintd chiar urmele dreptei de

intersectie a planului, Fig. 4.18.
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4.4.2 Plane paralele

Pentru a arata ca cele doud plane sunt paralele, trebuie verificat daca
unul dintre plane are doud drepte paralele cu doua drepte din celalalt plan.
Daca se considera doud plane paralele, cu orice plan ar fi taiate acestea,
dreptele de intersectie rezultate sunt tot paralele. In caz particular, taiate cu
plane de proiectie, urmele lor de acelasi nume sunt paralele si viceversa.
Daca urmele de acelasi nume a doud plane sunt paralele, atunci si planele

sunt paralele, Fig. 4.19.
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5. INTERSECTIA DE PLANE SI PLACI

5.1 Vizibilitate

In aplicatiile prezentate se considera punctul, dreapta si planul ca

fiind opace; se pune problema stabilirii in epurd a elementelor vizibile si a

celor invizibile, in cazul in care proiectiile lor se suprapun.

Fata de planul de proiectie /H/, dintre doud puncte este intotdeauna

vizibil cel care are cota mai mare (Fig. 5.1 a). Fata de planul de proiectie

[V], dintre doua puncte este intotdeauna vizibil cel care are departarea mai

mare (Fig. 5.1 b). Fata de planul de proiectie /W], dintre doud puncte este

intotdeauna vizibil cel care are abscisa mai mare (Fig. 5.1 ¢).
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5.2 Intersectia figurilor plane
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In cazul intersectiei a doua figuri plane, pentru determinarea liniei

lor de intersectie se pot utiliza doud solutii:

- se considera cele doua figuri ca doud plane ale cdror urme nu se

intdlnesc 1n cadrul epurei,
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- se considera laturile unei figuri (placi) ca niste drepte ce

intersecteaza cealaltd placa.

5.2.1 Intersectia unei drepte cu o placa triunghiulara

Se considerd placa triunghiularda ABC data prin proiectia varfurilor
sale: A(a, a'), B(b, b') si C(c, ¢'), precum si dreapta RS (rs, r's’) ce o
intersecteaza. Pentru determinarea punctului unde dreapta RS intersecteaza
placa ABC se va duce prin dreaptda un plan auxiliar, adica un plan
proiectant (vertical /Q] sau de capat). Astfel /Q] = rs si Qv L Ox 1n Ox.
Planul vertical Q intersecteazd placa ABC dupd dreapta definita de
punctele (k,k’) < AC si (1,/°) < CB. Punctul T(%,¢’) unde dreapta (kl, k’l’)
intersecteaza dreapta RS reprezintd punctul de intersectie cautat. S-a
determinat in primul rind proiectia verticala (z’) a acestui punct si apoi prin

linie de ordine corespunzitoare si proiectia sa orizontald t c RS = QH.

Fig. 5.2

5.2.2 Intersectia a douia plane definite de urmele lor
Intersectia a doua plane este o dreaptd. Este suficient sd cunoastem
doud puncte ale dreptei sau punctele de intersectie 4 si B ale celor doud

urme de acelagi nume apartinind fiecarui plan.
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In epura proiectim pe Ox pe a’in a si pe b in b’; rezultd ca ab si

a’b’ sunt proiectiile intersectiei a doua plane, Fig. 5.3.
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5.3 Intersectia a doué placi

Intersectia a doud plici prezinti doua variante: PATRUNDEREA si
SMULGEREA.

5.3.1 Patrunderea — se intdlneste atunci cand o placd intra complet
in cealalta.

Avem o placa triunghiulara ABC si o placa patrulatera DEFG,
ambele date prin proiectiile varfurilor. Se cere sa se stabileasca proiectiile
liniei de intersectie dintre aceste doud placi si sa se determine vizibilitatea.

Se considera laturile unei placi ca niste drepte ce intersecteaza
cealalta placa si, prin urmare, se va aplica metoda generala de determinare
a punctului unde o dreaptd intersecteaza un plan. S-a dus prin latura 4B
(ab, a’b) un plan proiectant (planul de capat) [P/, care a determinat
punctul (o, «”), iar planul de capat /R/ dus prin latura AC, va determina
punctul ( B f’). Unindu-se proiectiile de acelasi nume ale acestor doua
puncte astfel determinate, se vor obtine cele doua proiectii ale dreptei de

intersectie, Fig.5.4.
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5.3.2 Smulgerea (ruperea) — se intdlneste atunci cand o placd
patrunde partial in cealaltd placa.

Se considerd placile triunghiulare ABC si DEF date prin proiectiile
varfurilor. Se utilizeaza planele proiectante (de capat) /P/ si /R] duse prin
laturile DF si DE ale placii DEF. Din Fig. 5.5 se poate observa cé placa
DEF patrunde partial in placa ABC.
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5.3.3 Intersectia a doui plici triunghiulare

Deoarece doud plane se intersecteazd dupda o dreaptd, linia de
intersectie a doud poligoane convexe limitate este un segment de dreapta.
Pentru aflarea acestui segment, este suficient sd se gaseasca cele doua
capete ale sale, adicd doud puncte, fiecare dintre ele fiind punctul de
intersectie al conturului unei figuri cu planul celeilalte figuri.

In problema intersectiei a doud placi triunghiulare, putem deosebi

trei cazuri principale:
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a) doud laturi ale unei pléci intersecteaza cea de-a doua placa, Fig.5.6a;
b) o laturd a primei placi intersecteaza cea de-a doua placi si o latura a
celei de-a doua placi intersecteaza prima placa, Fig. 5.6 b;

¢) nici o laturd a unei placi nu intersecteaza cealalta placa, Fig. 5.6 c.

F F
c j c A C
A A '
D
D
E g D
B B e
a b c

Fig. 5.6

In afara acestor cazuri principale, pot exista si urmatoarele cazuri
speciale:
a) varful unei placi se afld in planul celei de-a doua placi, Fig. 5.7 a;
b) varful unei placi se aflad pe o latura a celei de-a doua placi, Fig. 4.7b;

c¢) latura unei pldci intersecteaza latura celeilalte placi, Fig. 4.7 c.
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6. METODELE GEOMETRIEI DESCRIPTIVE

Prin metodele Geometriei Descriptive se realizeaza transformarea
proiectiilor elementelor geometrice, din pozitiile initiale date, in alte pozitii
mai avantajoase pentru rezolvarea unor probleme. Masurarea unei distante,
suprafete sau a unui unghi se poate face pe o proiectie in care elementul ce
trebuie masurat se gdseste 1n adevdrata marime. Dacd acestea sunt
proiectate deformat este necesara aflarea marimii lor reale. In general este
necesara fie o modificare a sistemului de referintd (plan de proiectie) fie o
modificare a pozitiei din spatiu, a elementului geometric pentru a obtine
adevarata lui marime de proiectie.

Metodele geometriei descriptive de transformare a proiectiilor sunt:
metoda schimbarii planelor de proiectie si metoda rotatiei, cu un caz

particular al acesteia — rabaterea.

6.1 Metoda schimbarii de plan

6.1.1 Generalitati

Prin metoda schimbarii de plan se aduce un plan de proiectie in
pozitie de paralelism sau perpendicularitate fatd de elementul geometric
studiat, pastrand totodatd si conditia de perpendicularitate fata de unul
dintre cele doud plane de proiectie. Din tripletul imaginilor epurei, la

schimbarea unui plan de proiectie raimane neschimbata o singura proiectie.

6.1.2 Metoda schimbarii de plan orizontal de proiectie
Transformarea proiectiilor unui punct prin schimbare de [H], Fig. 6.1.
Fie un punct M (m, m’); dacé se ia un nou plan de proiectie /H;/ L

[V'], se obtine noua axa de proiectie (0,.X;) = [H,] N [V].
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Linia de ordine dusad din M, perpendiculara pe /H;/, determind noua
proiectie orizontala a punctului, m;, departarea y raméanand aceeasi ca
valoare. In epurd, fati de noua axa de proiectie O,x;, se determini noua
proiectie orizontala m;, la aceeasi departare y, pe linia de ordine dusa din
m';=m’.

In schimbarea de plan orizontal de proiectie pentru un punct,
proiectia verticala si departarea sunt elemente invariabile, proiectia

orizontala si cota sunt elemente variabile.

(V1]

M 01 m,=m
\
N

0 eV m,
[H]

Y™\ m
Fig. 6.1

Transformarea proiectiilor unei drepte prin schimbare de [H], Fig. 6.2.

Se efectueazd prin transformarea proiectiilor a doud puncte

continute de dreaptd. Dreapta D(d, d’), in noul reper [H;, V] devine

D,(d,d;’) pastrandu-se neschimbata proiectia verticald d,” = d’. se face

schimbarea de [H /] pentru douda puncte continute de dreapta,
A(a, a’) AB(b, b’) cD(d, d’), care isi pastreaza departarea in noul reper.

Noua proiectie orizontald a dreptei se determina unind punctele a; si b;;

d]Cd]/\b]
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Transformarea proiectiilor unui plan [P ] prin schimbare de [H], Fig. 6.3.
Are ca elemente invariabile urma verticald p’y =p’y; si departarea
unui punct /, continut in planele /P, /H]si [H,}, i =i;; i’ =i’;. Se schimba
urma orizontald a planului, Py in Py;. In epurd, I (i, i) = Ox N Owxy;
P = Ox; N p’, = p’y. Se duce o perpendiculara in i’ pe noua axa O;x;,
pe care se determinda i, mentindnd aceeasi departare. Se traseazd

P Ci A pyy. Innoul reper /H;, V], planul /P]devine /P, ] (pu1, pri)-

Fig. 6.3

6.1.3 Metoda schimbarii de plan vertical de proiectie

Transformarea proiectiilor unui punct prin schimbare de [V ], Fig. 6.4.
Punctul M (m, m’) din reperul /H, V] devine un nou reper [H, V],

M; (m;, m;’); m =my;; m’ devine m;’, pastrandu-si neschimbata cota z.
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In schimbarea de plan vertical de proiectie pentru un punct, proiectia
orizontala si cota sunt elemente invariabile, proiectia verticala si departarea

sunt elemente variabile.

12 m
v
m', m'
; R z
2 LIV %
z . NG N
X, : (V] o 0
' . [H] m'%
mx oo -0 mxi
L mxi . X 0/
m=mu [H‘ QI
T~
m=1m
Fig. 6.4

Transformarea proiectiilor unei drepte prin schimbare de [V ], Fig. 6.5.
Dreapta D (d, d’), din reperul /H, V], devine D; (d;, d;’), d; =d, in
noul reper /H, V;]. Pentru determinarea d;,” se face schimbarea de /']
pentru punctele 4 (a, a’) AB (b, b’) c(D); d;,” ca;” A b;".
b’ .
g Oa™

FEYS

Fig. 6.5

Transformarea proiectiilor unui plan [P ] prin schimbare de [V ], Fig. 6.6.
Are ca elemente invariabile urma orizontala Py = Py; si cota unui

punct / continut de /P/, /V]si [V,], i =i;. Se schimbd urma verticald a

planului, p’yinp’y;. In epurd, [ (i, i’) = OxMOx;; py1 =0x;NP 'y =Py,
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Se duce o perpendiculard in i’ pe noua axd O;x;, pe care se

determind i, mentinand aceeasi cotd. Se traseazd p’y; O py; A i;. In noul

reper /H, V], planul /P]devine [P;] (pui, p’vi)-

6.2 Metoda rotatiei
6.2.1 Generalitati

In metoda rotatiei planele de proiectic [H] si [V] riman
nemodificate, iar elementul geometric din spatiu 1si modificd pozitia (prin
rotire) pana cand ocupa o pozitie particulard fata de planele de proiectie, in
general o pozitie paralela.

Rotatia elementelor geometrice se face in jurul unei axe de rotatie,
care este o dreaptd perpendiculara pe unul din planele de proiectie. In cazul
in care axa de rotatie este o dreaptd oarecare, aceasta se duce, prin
schimbare de plan, sa fie perpendiculara pe unul din planele de proiectie.

Punctele se rotesc in plane perpendiculare pe axa de rotatie. Daca
axa de rotatie este o dreapta verticala, deci perpendiculard pe /H], punctele
se rotesc in plane de nivel §i rotatia se numeste: rotatie de nivel.

Daca axa de rotatie este o dreaptd de capat, deci perpendicularéd pe
[V], punctele se rotesc in plane frontale si rotatia se numeste: rotatie de

front. Dacd axa de rotatie este o dreaptd fronto-orizontala, deci
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perpendiculard pe /W], punctele se rotesc in plane de profil si rotatia se
numeste: rotatie de profil.

Fiecare punct in rotire se deplaseaza pe un cerc (Fig. 6.7) cu centrul
in punctul de intersectie dintre axa de rotatie si planul in care se roteste; s-a
convenit ca sa se noteze centrul de rotatie cu 2 (o, ®’). Raza R a cercului
este distanta de la axa de rotatie la punctul rotit. Rotirea punctului se face

intr-un sens convenabil ales si de un unghi « dat.

6.2.2 Rotatia de nivel

In rotatia de nivel, axa Z (z, z’) este perpendiculara pe planul /HJ, iar
planul /NJ in care se roteste fiecare punct este plan de nivel. In consecinta,
pentru orice pozitie a punctului 4, giratorie in jurul axei Z (z, z’), cota
punctului ramanea ceeasi, deci: z = constant.

Rotatia de nivel pentru un punct

Fie un punct 4 (a, a’), dat prin proiectii, care trebuie rotit de un
unghi «. In Fig. 6.7 este reprezentata in spatiu si in epura rotatia punctului
A (a, a’), axa de rotatie fiind dreapta Z £ [H] (dreapta verticald). Planul in
care se face rotatia este /N] L [Z], avand cota egala cu cota punctului 4.

ax de rotatie Z
centru de rotatie Q

pozitia punctului

A dupa rotatie - ,
n, A ® O

unghiul
derotatiea X 3 X

s
plan de nivel

pozitia nerofita a punctului A

Fig. 6.7
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Raza de rotatie R este distanta de la 4 (a, a’) la Z (z, z’), R = £2A4.
Unghiul de rotatie « este masurat in sens trigonometric.

Rotatia de nivel pentru o dreaptd si pentru un plan sunt prezentate

in Fig.6.8 si Fig.6.9.

Fig. 6.8
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Fig. 6.9

6.2.3 Rotatia de front

In rotatia de front, axa Z (z, z’) este perpendiculard pe planul /V].
Planul in care se roteste fiecare punct este perpendicular pe axa de rotatie,
deci, plan de front. Pentru oricare dintre pozitiile ocupate de un punct in
rotirea lui 1n jurul axei, departarea raméne aceeasi, deci z = constant.

Rotatia de front pentru un punct

Fie un punct 4 (a, a’) dat prin proiectii, care trebuie rotit de un unghi
a. In Fig. 6.10 este reprezentata in spatiu si in epuri rotatia de front pentru
punctul 4 (a, a’).

Axa de rotatie Z (z, z’) L [V] este o dreapta de capat. Planul pe care
se face rotatia este /F] L [Z], plan frontal.
Centrul de rotatie 2 (o, @’) = (Z) N [F]. Raza de rotatie R este distanta de
lad(a a)laZ(z z’),deci R = ®’ a’. Unghiul de rotatie « se masoara in
sensul aratat in Fig. 6.10. Axa de rotatie Z (z, z’) intersecteaza planul /F/ in
punctul 2 (@, @’) care este si centru de rotatie; proiectia @’ =z’

Cercul situat in planul /F/, pe care se deplaseaza punctul 4 (a, a’),
se proiecteaza Tn marime reald pe planul /7], deci unghiul a’@’a;’ notat cu

@, se masoara in planul [V].
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Deoarece proiectia verticala a” a punctului se deplaseaza pe cerc ( in
a;’ ) si proiectia orizontald a se deplaseaza pe urma orizontald f, (in a;).
Orice pozitie ar ocupa punctul 4 in rotatie, proiectia lui orizontald se va
deplasa pe urma orizontalad f;,, deci departarea y este invariabild. Punctul

Aj(a,, a;’) este rotit punctului 4 (a, a’) in jurul axei de capat Z (z, z°).

axa de rotatie Z

..... o z
..... »°
X l %
X unghi
— derofafe®  °
' z
‘ OI! | __ =l
de rotatie Q =z
raza .
de rotatie R X
a O
z
Fig. 6.10

Rotatia de front pentru o dreaptd si pentru un plan sunt prezentate
in Fig.6.11 si Fig. 6.12.
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Fig. 6.11
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6.2.4 Adevirata mirime a unei figuri plane prin metoda rotatiei

Se considerd placa triunghiularda 4BC determinatd prin proiectia
varfurilor sale: 4 (a, a’), B (b, b’) si C (c, ¢’). Se cere sa se gaseasca, prin
metoda rotatie, adevarata marime a placii ABC, Fig. 6.13.

Pentru ca placa triunghiulard ABC (abc, a’b’c’) sa se proiecteze in
adevarata marime a placii pe unul din planele de proiectie, trebuie ca
planul plécii sd devind paralel cu unul din planele de proiectie, adicd sa
devina fie un plan de front, fie un plan de nivel.

S-a dus planul plécii triunghiulare ABC astfel incat acesta sa fie
paralel cu planul orizontal de proiectie /H/, adica sa devina un plan de

nivel. Pentru aceasta va trebui sa se faca doua rotatii.

s s/

J,
CJ w’ 1// “3/54;9/
\ 7 + C.Z/ éz
X
c
o [
7
b




Prima rotatie. Se face o rotatie de nivel in jurul verticalei A (3, §°),
aducandu-se planul triunghiului in pozitia plan de capit.

Pentru simplificarea constructiilor grafice, axul de rotatie (6, &’) a
fost luat in asa fel incat sa treacd printr-unul din varfurile placii, de
exemplu prin punctul 4 (a, a’) si In acest caz, acest punct va raméane
propriul sau rotit.

Deci: a=an a;=a’

Apoi, se duce in planul placii o orizontald (2 (@, @’) care, tot pentru
simplificarea constructiilor grafice, s-a luat sd treaca printr-unul din
varfurile placii, si anume prin C (¢, ¢’). Deci, @ // Ox si va trece prin ¢’
determinandu-se astfel punctul /" cab, dar si I cab.

Se roteste aceastd orizontald in jurul verticalei A (6, J’) péana ce
devine perpendiculard pe Ox, adicd dreapta de capat (2, (w;, w;’). Rotatia
s-a facut cu ajutorul perpendicularei comune dm. Apoi, s-au determinat
punctele (1;, 1;’), respectiv (c¢;, ¢;’). Se uneste a; =a cu c¢; si 1;, rotindu-se
apoi proiectia orizontald b a punctului B, pana ce ajunge n b, < a,l,.
Unindu-se a; cu b; si cu ¢; se va obtine proiectia orizontald a placii
triunghiulare ABC dupa rotire. Imediat se determind si proiectiile lui
verticale a;’, b;’ si ¢;”; observandu-se cd ele sunt coliniare, fiind duse pe
planul placii ABC ca sa devina un plan de capat (proiectia verticala a placii
s-a redus la o dreaptad care se confundd cu urma verticala a planului de
capat care contine dreapta placa triunghiulard).

A doua rotatie. Se face in jurul axului de capét Z (z, z’) — deci o
rotatie de front — dus tot prin punctul (a, a’) si se va aduce in planul
triunghiului, din pozitia plan de capat, sa devind plan de nivel (urma

verticala sa fie paralela cu linia de pamant Ox si sa treaca prin a;” =a; ).
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Se vor afla imediat proiectiile verticale ale punctelor 4,, B, si C»:
a,”’, by si c,”” (se determina ducand din a,” = a;’ cate un arc de cerc de
razd R = a;’b;,’ ) dupa care, prin linii de ordine corespunzdtoare se vor
determina si proiectiile lor orizontale: a, = a, iar b, si ¢, la intersectia
acestor linii de ordine cu paralelele duse la linia de pamént Ox prin b; si c;.

Unindu-se aceste puncte astfel determinate, a, cu b, si cu ¢,, se va
determina triunghiul a,b,c, care reprezintd adevarata marime a triunghiului

ABC din spatiu; deci, 4 ab,c;, = AABC.

6.3. Metoda rabaterii

6.3.1 Generalitati

Rabaterea este un caz particular al rotatiei. Prin rabatere se intelege
rotirea unui plan oarecare /P/ in jurul uneia din urmele sale, pana cand
planul /P/ se suprapune unuia din planele de proiectie, Fig.6.14. Axa de
rabatere (rotatie) este urma planului /P/ pe planul de proiectie pe care se
face rabaterea. Rabaterea planului /P/se poate face si pe un plan paralel cu
unul din planele de proiectie. In acest caz axa de rabatere este urma

planului /P/pe planul paralel cu planul de proiectie.




Deoarece urma planului /P/ a fost definita ca dreapta de intersectie
dintre planul /P/ si planul de proiectie, atunci axa de rabatere poate fi
definitd ca dreapta de intersectie dintre planul care se rabate si planul pe
care se face rabaterea. Spre deosebire de rotatie, unde axa de rotatie se
alege cat mai convenabil, in rabatere, axa de rabatere rezulta.

Toate elementele constructive utilizate in metoda rotatiei sunt
valabile si la rabatere precum: axa de rabatere, centrul de rabatere, raza de
rabatere, unghiul de rabatere si sensul de rabatere. Dacd un punct este

situat pe axa de rabatere, el este in acelasi timp si propriul séu rabatut.

6.3.2 Rabaterea unui plan pe planul orizontal de proiectie

Se considerd planul oarecare /P/ limitat de planele de proiectie /H/
si [V ] (Fig. 6.15) si se cere sa se rabatd acest plan /P/pana cand se asterne
pe planul orizontal de proiectie /H /. Rabaterea se va face in jurul dreptei de

intersectie dintre planele [P/ si [H/, dupd urma orizontald a planului

[P]- Py.
v DI
' T 2
7%
\ ‘\ |
|
s
NN \\ 7l




Urma orizontald Py a planului /P/, fiind aleasd drept axa de rabatere
nu-si va modifica pozitia, in timp ce urma verticald Py se va roti in jurul lui
Py pastrand punctul P, (comun celor doud urme) fix. Deci, mai este
necesar un punct pentru a determina pozitia rebatuta a urmei verticale Py.
Pentru aceasta se va considera un punct oarecare M < Py, deci un punct
comun atat al planului /P/] cat si planului vertical de proiectie /V/, care se
afla pe dreapta lor de intersectie. Proiectia verticald a punctului se va
confunda cu insasi punctul din spatiu (m’ = M), in timp ce proiectia
orizontala se va gési pe linia de pamant Ox (m < Ox). Acest punct, in
timpul rabaterii, se va roti intr-un plan /Q/_/ Py; rezulta ca planul /Q/va fi
un plan vertical. Urmele acestui plan sunt: Oy — trece prin m (proiectia
orizontala a punctului M), este perpendiculara pe Py; Oy — va trece prin m’
(proiectia verticald a punctului M ), este perpendiculard pe Ox. In timpul
rabaterii, punctul M descrie in planul /Q/un arc de cerc cu centrul in N —
punctul de intersectie dintre Qy si Py si de raza R = NM (ipotenuza
triunghiului dreptunghic NmM). Acest triunghi dreptunghic se poate
construi usor in planul orizontal de proiectie /H/, deoarece i se cunosc
doud catete: NM — distanta de la proiectia orizontald a punctului la axa de
rabatere si mM; — cota punctului considerat. Prin unirea lui M; cu N se
obtine triunghiul dreptunghic NmM,; = NmM. Ipotenuza masoard in
adevarata marime raza de rabatere R = NM. Deci, cu centrul in N si cu raza
R = NM; = NM, se descrie un arc de cerc ce va intersecta urma orizontala
Oy a planului /Q/in M, (pozitia rabatuta a punctului M pe planul orizontal
de proiectie /H/).

Unindu-se punctul M, astfel determinat cu Py (ramas fix) se va
obtine Py, (pozitia rabatutd a urmei verticale Py a planului /P/ pe planul

orizontal de proiectie /H/.
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Triunghiul dreptunghic NmM; (cu ajutorul cédruia s-a determinat
adevarata marime a axei de rabatere) se numeste triunghiul de pozitie al
punctului M. Pe baza celor stabilite mai sus, se poate trece la determi-

narea in epuri a pozitiei rabatute a planului /P/, asa cum apare in Fig. 6.16.
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5 Fig. 6.16

6.3.3 Rabaterea unui plan pe planul vertical de proiectie

Prin analogie cu cele expuse la rabaterea planului /P/ pe planul
orizontal de proiectie /H/ (Subcap. 6.3.2) constructia rabaterii unui plan
oarecare /P/pana ce se asterne pe planul vertical de proiectie /V/, apare ca

in epura din Fig. 6.17.

Fig. 6.17
6.3.4 Adevirata marime a unei figuri plane prin metoda rabaterii
Se considerda placa triunghiularda 4BC determinatd prin proiectia
varfurilor sale: 4 (a, a’), B (b, b’) si C (c, ¢’). Se cere sa se gaseasca, prin

metoda rabaterii, adevarata marime a placii 4ABC, Fig. 6.18.
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Adevarata marime a acestui triunghi se poate obtine rabatindu-se
planul triunghiului ABC pe un plan paralel cu planul orizontal de proiectie
[H]si anume planul de nivel /N/, care se duce prin varful 4 (a, a’) — pentru
simplificarea constructiilor grafice.

Intersectia dintre planul de nivel /N/si planul placii va fi dreapta de
nivel Q2 (w, @’), care se alege drept axd de rabatere. Se rabate punctul
B (b, b’), cu ajutorul triunghiului de pozitie wbB;, determinandu-se astfel
punctul By, care, unit cu Ay = a si cu m si determine punctul C, la
intersectia dreptei Bym cu perpendiculara dusd din ¢ (proiectia orizontald a
varfului C pe axa de rabatere o).

S-au determinat astfel punctele 4, B, C, — varfurile triunghiului
ABC rabatute pe planul de nivel /N/ Unindu-se cele trei puncte, se
determina triunghiul 4,8,Cy ce reprezintd adevarata marime a triunghiului
ABC din spatiu.

é/

-
‘5
g, m o'z My

Fig. 6.18
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7. POLIEDRE

7.1 Reprezentare

Poliedrele sunt corpuri marginite numai de suprafete plane. Aceste
plane se numesc fefele poliedrului; intersectia a doud fete determind o
muchie, iar punctele de Intdlnire ale muchiilor se numesc vdarfuri.

Din punct de vedere constructiv se cunosc poliedre cu o singurd
bazd pland precum piramidele, Fig. 7.1.h,j ,si cu doud baze (de obicei
paralele intre ele) precum prisma Fig. 7.1 a ... g , paralelipipedul
dreptunghic Fig. 7.1.c,d , trunchiul de piramida Fig. 7.1.i,k.

Din punct de vedere al formei poligonale a fetelor se cunosc:
poliedre regulate Fig. 7.1.1,m,n,0,p, unde fetele poliedrului sunt poligoane
regulate si poliedre neregulate, unde fetele poliedrului sunt poligoane
neregulate.

De asemenea se cunosc poliedre convexe sau concave dupd cum
planele fetelor intersecteazd sau nu poliedrul.

Poliedrele trunchiate sau retezate se obtin prin inldturarea dintr-un
poliedru regulat a unor varfuri in asa fel incat sa rezulte sectiuni plane
congruente; poliedrul rdmas va fi tot un poliedru regulat sau semiregulat
(arhimedic) dupa cum poliedrul retezat are toate fetele congruente sau in

fiecare varf se unesc poligoane regulate diferite, Fig. 7.1.1,s .

e POLIEDRE REGULATE - fetele poliedrului sunt poligoane regulate,
care pot fi inscriptibile si circumscriptibile sferei,

- TETRAEDRUL - poliedrul marginit de patru fete, triunghiuri

echilaterale, Fig. 7.1.1;

- HEXAEDRUL sau CUBUL - poliedrul marginit de sase fete patrate,

Fig.7.1.m;
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Dodecaedrul

D

p. r. S.
Fig. 7.1

- OCTAEDRUL - poliedrul mérginit de opt fete triunghiuri echilaterale,
Fig. 7.1.n;
- ICOSAEDRUL - poliedrul marginit de doudzeci de fete triunghiuri

echilaterale, Fig. 7.1.0;
- DODECAEDRUL — poliedrul marginit de doudsprezece fete pentagoane
regulate, Fig. 7.1.p.

e POLIEDRE NEREGULATE - fetele poliedrului sunt poligoane
neregulate.

- PRISMA - este solidul marginit de fete plane, dintre care doua,
poligonale, egale si paralele, formeaza bazele, iar celelalte, in forma de
paralelograme, paralele cu o directie data, formeaza fetele laterale.

Daci cele doud baze nu sunt paralele, prisma este TRUNCHIATA.

Dacd muchiile prismei sunt oblice fatd de baza, prisma va fi
OBLICA Fig. 7.1.b,e, iar dacid muchiile sunt perpendiculare pe cele doua
baze, prisma va fi DREAPTA Fig. 7.1 a,f,g. Prisma se denumeste dupa
forma poligonului de bazad (triunghiulard, patrulaterd, pentagonala,
hexagonala, etc.).

In Fig. 7.2.a se prezinta spatial si in epurd prisma neregulatd si
inclinata, agezata in planul orizontal, iar in Fig. 7.2.b se prezinta spatial si

in epura un paralelipiped dreptunghic drept asezat in acelasi plan orizontal.
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- PIRAMIDA - poliedru neregulat ale carui muchii sunt
concurente intr-un punct numit varf si limitate de o bazd plana.
Piramida se denumeste dupa poligonul de baza.

In Fig. 7.3.a se prezinti spatial si in epurd piramida
pentagonald asezata in planul orizontal, iar in Fig. 7.3.b, se prezinta
spatial si in epurd piramida dreptunghiulard agezatd in planul

orizontal.
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- TRUNCHIUL DE PIRAMIDA — piramida patrulaterd asezati in

planul orizontal si sectionatd de un plan paralel cu baza. Fig. 7.4 —

reprezentare spatiala si in epura;
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In Fig. 7.5 se prezinta spatial si in epurd un icosaedru, iar in Fig. 7.6 un

dodecaedru.

Fig. 7.5

7.2 Sectiuni plane in poliedre
Sectiunea intr-un poliedru este, de fapt, intersectia dintre un plan de
sectiune si fetele sau muchiile poliedrului. Suprafata obtinutd prin unirea

punctelor de intersectie formeaza poligonul de intersectie.
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7.2.1 Intersectia unui plan cu o prisma

Se considera prisma dreaptd, MNRST, cu baza in planul orizontal de
proiectie si un plan de capat /P/, Fig. 7.7.a.

Deoarece planul de capdt este perpendicular pe planul /7]
proiectiile verticale ale punctelor de intersectie se determind cu usurinta,
ele gasindu-se la intersectia dintre urma verticald si proiectiile verticale ale

b

muchiilor (Fig. 7.7.b); se vor nota cu a’, b’, ¢’, d’, e’. Proiectiile lor
orizontale se gdsesc in varfurile poligonului de baza, deoarece muchiile
prismei sunt perpendiculare pe /H}: a =m, b =n, c =r,d =5, ¢ =t.

Pentru determinarea adevaratei marimi a poligonului de intersectie,
se foloseste metoda rotirii planului de sectiune in jurul urmei lui orizontale
péna la suprapunerea lui pe planul /H/ Operatiunea se numeste rabaterea
planului de sectiune peste planul orizontal de proiectie /H/. In timpul
rabaterii, proiectiile verticale a’, b’, ¢’, d’, e’ descriu arce de cerc cu
centrul In Py, pand intersecteazd axa Ox; in acelasi timp, proiectiile
orizontale executa o miscare de translatie paralela cu axa Ox. Punctele de
intalnire, Ay, By, Cy, Dy, Ey, determind adevarata marime a poligonului de

intersectie.

Az

vy
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In epura din Fig. 7.7.c este prezentatd o prisma hexagonala regulati
situatd in planul orizontal de proiectie /H/, care este sectionatd de un plan
de capat /O/.

Proiectiile verticale ale punctelor de intersectie se determind cu
usurintd, ele gasindu-se la intersectia dintre urma verticald si proiectiile
verticale ale muchiilor; se vor nota cu m’, n’, s, p’, r’, q’. Proiectiile lor
orizontale se gasesc in varfurile hexagonului de baza, deoarece muchiile
prismei sunt perpendiculare pe planul orizontal de proiectie /H/: a =m, b =

n c=p d=q,e=t
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Pentru determinarea adevératei marimi a hexagonului de intersectie,
se foloseste metoda rotirii planului de sectiune in jurul urmei lui orizontale
pana la suprapunerea lui pe planul /H/. Operatiunea se numeste rabaterea
planului de sectiune peste planul orizontal de proiectie /H/ In timpul
rabaterii, proiectiile verticale m’, n’, s’, p’, r’, ¢’ descriu arce de cerc cu
centrul in Pa, pana intersecteazd axa Ox. Punctele de intalnire, M;, N, S,
P, R;, O, determind adevarata méarime a hexagonului de intersectie.

In epura din Fig. 7.7.d este prezentata o prisma tetragonala inclinata,
cu baza situatd in planul orizontal de proiectie /H/. Este sectionata de
planul de capét /Q/, plan ce este perpendicular pe muchiile prismei.

Proiectiile verticale ale punctelor de intersectie se determina cu
usurintd, ele gdsindu-se la intersectia dintre urma verticald si proiectiile
verticale ale muchiilor; se vor nota cu m’, n’, p’, q’. Proiectiile lor pe
planul orizontal de proiectie /H/ se gdsesc prin proiectarea varfurilor
tetragonului de baza si a celui superior.

Pentru determinarea adevaratei marimi a tetragonului de intersectie,
se foloseste metoda rotirii planului de sectiune in jurul urmei lui orizontale
pana la suprapunerea lui pe planul /H/ Operatiunea se numeste rabaterea
planului de sectiune peste planul orizontal de proiectiec /H/. In timpul
rabaterii, proiectiile verticale m’, n’, p’, ¢’ descriu arce de cerc cu centrul
in Pa, pand intersecteazia axa Ox. Punctele de intalnire, M;, N;, P; Qj,
determina adevarata marime a tetragonului de intersectie.

7.2.2 Intersectia unui plan cu o piramida

Fie piramida pentagonald oarecare SJKLMN, cu baza in planul
orizontal de proiectie (Fig. 7.8.a). Planul de sectiune este planul de capat
/P]. Determinarea poligonului de sectiune se face la fel ca la paragraful

anterior.
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In epura, (Fig. 7.8.b) s-a prezentat piramida in epurd cu proiectiile

orizontala (abcde) si verticala (a’b’c’d’e’) ale poligonului de intersectie.

Determinarea adevaratei marimi si a formei reale ale acestui poligon

(AoByCyDyEy) se va face la fel ca in metoda expusa la intersectia unui plan

cu o prisma ( prin rabatere ).
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In Fig. 7.8.c este prezentati epura unei piramide regulate

hexagonald, cu baza situatd in planul orizontal de proiectie /H/ Este

sectionatd de planul de capat /Q/.
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Proiectiile verticale sunt: s, a’, b’ =f", ¢’ =e’,d’, m’,n’ =t , p’ =r’
siq’; cele orizontale fiind: s, a, b, ¢, d, e, f, m, n, p, q, 7, t.

Pentru aflarea adevaratei marimi a hexagonului se foloseste metoda
rotirii planului de sectiune in jurul urmei lui orizontale pana la
suprapunerea lui pe planul orizontal /H/. Operatiunea se numeste rabaterea
planului de sectiune peste planul orizontal de proiectie /H/ In timpul
rabaterii, proiectiile verticale m’, n’, ¢’, p, r’, ¢’ descriu arce de cerc cu
centrul in Po, pana intersecteaza axa Ox. Punctele de intalnire, M;, N;, T},

P, R;, Q), determina adevarata marime a hexagonului de intersectie.

7.3 Desfiasuratele unor poliedre mai importante

Reprezentarea in care se aduc toate fetele unui poliedru pe un singur
plan se numeste desfasurarea poliedrului. Figura poligonald plana astfel
obtinutd se numeste desfasuratd sau transformatd prin desfdsurare a
poliedrului. Prin desfdsurarea unui poliedru se regdseste forma reald a
fiecarei fete, adica a poligoanelor care limiteaza fetele.

Lungimile laturilor si unghiurile dintre laturile unei fete apar in
desfasurata in adevaratd marime. Pentru a trasa desfasurata unui poliedru
este necesar sa se determine adevaratele marimi ale muchiilor si adevéarata
marime a distantelor dintre ele.

Desfasurarea suprafetei unui poliedru (suprafatd poliedrald) consta
in aducerea fetelor acestuia in acelasi plan, respectdnd succesiunea din
spatiu. Planul de desfasurare poate fi un plan oarecare sau planul uneia
dintre fete. In operatia de desfasurare nu se admit suprapuneri, totale sau

partiale, ale fetelor.
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Desfasurarea suprafetelor poliedrelor regulate constd in aldturarea in
plan a unui numar de poligoane regulate, corespunzitor fetelor poliedrului.
De exemplu, desfasurarea unui cub se face in 6 patrate, a unui octaedru
regulat — in 8§ triunghiuri echilaterale, a unui dodecaedru regulat — in 12
pentagoane regulate, etc.

e Desfasurata tetraedrului, Fig.7.9.

©
5
(4]
(40}
o 1 2 3 4
6
P 4a
Fig. 7.9 Fig.7.10

e Desfasurata cubului, Fig.7.10.

e Desfasurata octaedrului, Fig.7.11.

Fig. 7.11 Fig. 7.12
e Desfasurata icosaedrului, Fig. 7.12.

e Desfasurata dodecaedrului, Fig. 7.13.
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Fig. 7.13

Fig. 7.14

e Desfasurata paralelipipedului, Fig. 7.14.

e Desfasurata prismei hexagonale drepte, Fig. 7.15.

e Desfasurata unei

reprezintd desfagurarea piramidei

Fig.7.8.c), Fig.7.16.

pirami

T
\_

J

na

de

hexagonale

q
o
cle’ |d’
e
\\ :f ]
d
P [
( P 1

dupa

"Fig. 7.15

regulate (zona hasurata

intersectia cu un plan,




e Desfasurata unei prisme drepte intersectatd de un plan sub unghiul o,

Fig.7.17.
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8. CORPURI DE ROTATIE

8.1 Reprezentare

Corpurile de rotatie se mai numesc si corpuri rotunde; iau nastere
prin rotirea unei linii oarecare in jurul unei axe. Linia care da nastere
corpului se numeste generatoare, iar cea pe care se sprijind — directoare.

Un solid de rotatie este generat de o suprafatd pland limitata de o
generatoare, suprafatd ce se roteste n jurul unei axe care este o dreaptd a
planului.

Corpurile de rotatie mai cunoscute sunt:

- cilindrul (Fig. 8.1) este o suprafatd generatd de o dreaptad
(generatoare), care se deplaseazd pe o curba fixd (directoare) si care
ramane mereu paraleld cu o directie oarecare datd. Curba directoare poate
fi cerc, elipsd, parabold sau hiperbola, cilindrul numindu-se dupd natura
directoarei (parabolic sau hiperbolic)

en gv=h| f‘ ZA hn e"=f" gn

ton / >y
e=a i

______________ b=t

vy Fig. 8.1

- conul (Fig. 8.2) este suprafata generata de o dreaptd (generatoare),

care trece printr-un punct fix (varful conului) si se deplaseazi pe o curba

(directoare). Curba directoare poate fi cerc, elipsd, parabold, hiperbola.
Conventional, conul este denumit dupa curba directoare: circular,

eliptic, parabolic, etc.
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- trunchiul de con (Fig. 8.3) este un con sectionat de un plan paralel

cu baza sa.

<A o
=)

‘D Fig. 8.3 'y

- sfera (Fig. 8.4) este generata de un cerc care se roteste in jurul axei
sale. Ea se proiecteazd dupa un cerc pe fiecare din planele de proiectie.
Proiectiile punctelor aflate pe sfera se obtin sectiondnd sfera cu plane

perpendiculare pe axa.

x4

<v

Fig. 8.4
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- torul (Fig. 8.5) este corpul geometric generat prin rotirea unei curbe
plane in jurul unui ax coplanar cu curba si care nu trece prin centrul
acestuia. Proiectiile punctelor situate pe suprafata torului se determina tot

cu ajutorul planelor perpendiculare pe axa de rotatie.

meridian

cerc paralel vy
Fig. 8.5

- elipsoidul (Fig. 8.6) este corpul geometric generat prin rotirea unei

elipse in jurul axei mari. Proiectiile punctelor aflate pe elipsoid se gasesc

prin sectionarea elipsoidului cu plane de profil perpendiculare pe axa de

rotatie.

| = Reprezentare

Reprezentare axonometrica

axonometrica

Fig. 8.6

paraboloidul (Fig. 8.7) este corpul geometric generat prin rotirea

unei parabole in jurul axei sale. Proiectiile punctelor aflate pe
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suprafata paraboloidului se gésesc prin sectionarea cu plane

perpendiculare pe axa de rotatie.

Directoare

A<

lDirectoare

Reprezentare axonometrica

Fig. 8.7
hiperboloidul (Fig. 8.8) este corpul geometric (suprafatd) generat de
o dreapta care se roteste 1n jurul unui ax necoplanar cu dreapta. Mai
poate fi generat si de o hiperbold care se roteste in jurul axei ei

imaginare (netraverse).

Axa transversa
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8.2 Sectiuni plane in solide de rotatie

Prin analogie cu sectiunea intr-un poliedru, sectiunea intr-un solid de
rotatie este intersectia dintre planul de sectiune si generatoarele solidului.
Suprafata de intersectie se determind prin unirea punctelor de intersectie

astfel obtinute.

8.2.1. Sectiunea intr-un cilindru circular drept

Un cilindru circular drept se sectioneazda cu planul de capat [P/,
conform teoremei lui Dandelin sectiunea este o elipsa, Fig. 8.9.
Punctele cu ajutorul cdrora se traseaza elipsa, sunt punctele aflate la
intersectia dintre proiectiile verticale ale generatoarelor (a’b’c’d’...k’[’) si
urma verticald (P’Py). Se obtin proiectiile verticale (1°, 2°...11°, 12°) ale
punctelor elipsei, proiectiile orizontale gasindu-se pe cercul de baza (1, 2,
3...11, 12).

Determinarea adevéaratei marimi a elipsei de sectiune se obtine se

obtine prin rabaterea planului de capat /P/in jurul urmei orizontale PPy.

<v

[H]




8.2.2 Sectiunea intr-un con circular drept

Un con circular drept cu baza in planul orizontal de proiectie /H/ se

sectioneaza cu un plan de capat /P/, Fig. 8.10.
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Fig. 8.10

Determinarea elipsei de sectiune se face la fel ca la cilindru. In

schimb, la sectiunea conului cu un plan, se intdlnesc urmatoarele cazuri

speciale:

- sectiunea cu un plan vertical ce trece prin varful conului, este un

triunghi, Fig. 8.11.

Fig. 8.11 Fig. 8.12

- sectiunea cu un plan inclinat, paralel cu una din generatoarele conului

este o parabola, Fig. 8.12.
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- sectiunea cu un plan paralel cu axa conului circular drept este o hiperbola,

Fig. 8.13.

Fig.8.13

8.3 Desfiasuratele unor corpuri de rotatie mai importante

Reprezentarea in care se aduce atdt suprafata laterald, cat si baza
(bazele) unui con, respectiv cilindru in acelasi plan se numeste
desfasurare. Figura poligonala pland astfel obtinutd se numeste
desfasuratd sau transformatd prin desfasurare a conului, respectiv a
cilindrului. Pentru trasarea desfasuratelor cilindrului si conurilor este
necesara determinarea adevaratelor marimi ale generatoarelor si bazelor.
Unei curbe trasate pe suprafata laterald a unui cilindru 1i corespunde o
curba de aceeasi lungime pe desfisurata, numitd transformatd prin
desfdsurare a curbei date. Unghiul a doua curbe ale suprafetei este egal cu
unghiul transformatelor lor prin desfasurare.

Pentru trasarea corectd a desfasuratelor se tine cont de teorema lui
Olivier: transformata prin desfasurare a sectiunii facute de un plan intr-un
cilindru sau un con prezinta inflexiuni in punctele in care planul tangent la

cilindru/con este perpendicular pe planul secant.
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In cazul sferei, pentru ci este o suprafati nedesfasurabild, existi
diferite metode aproximative pentru a o desfasura. Mai cunoscute sunt
metodele prin care suprafata sferei se divizeaza in fusuri egale (prin
sectionarea cu plane proiectante verticale care trec prin centrul sferei) sau
se divizeaza suprafata sferei in zone sferice (prin sectionarea cu plane de
nivel).

e Desfasurata cilindrului drept, Fig. 8.14.

Fig. 8.14
e Desfagurata cilindrului drept intersectat de un plan sub un unghi ¢,

Fig. 8.15.




e Desfasurata conului, Fig. 8.16.

1
v v

v

Fig. 8.16
e Desfagurata conului circular drept intersectat de un plan sub un

unghi « fata de axa sa, Fig. 8.17.
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- Desfasurata sferei:
* prin zone sferice ( 2 conuri, un cilindru si 4 trunchiuri de con ),

Fig.8.18.

(]
ol 0 S O S o e S mm A e

Fig. 8.18

* prin fusuri sferice ( sectiuni mediane ), Fig. 8.19.

88



.o o
]
I
8% gt B8* B8*
0,
RYIRYE
! | i ! .
0 | B |
h ) ! | H I ! L
., y i\ |
| -~ Lo=Tt0=2nb

Fig. 8.19

89




9. INTERSECTII DE CORPURI - DESFASURATELE LOR

9.1 Intersectia dintre doi cilindri cu diametre diferite si axe

perpendiculare

Pentru construirea desfasuratelor acestor cilindrii este necesar ca in
prealabil sa se determine linia de intersectie a acestora, in care scop baza
cilindrului mic se imparte in 2n parti egale (doudsprezece, in cazul nostru).
Din punctele de impartire se duc orizontale care intersecteaza orizontalele
cu aceleasi numere, in punctele /o, 2o, 30, etc.

Unind aceste puncte printr-o curbd continua, se obtine linia de
intersectie care serveste la desfasurarea celor doi cilindrii conform indi-
catiilor din figura.

In desfasurata cilindrului A sunt determinate punctele /o, 2’0, 3’0,
etc., care unite, dau curba de intersectie desfasurata a acestui cilindru.
Desfasurata cilindrului mic B este datd in aceeasi figurd. Se observa ca
distantele /-II; II-111, etc. din desfasurata 4 sunt egale cu lungimile arcelor
I-IT; II-111, etc. Lungimea cercului bazei, egala cu zD, a fost impartita in
acelasi numar de parti egale (doudsprezece), iar pe verticalele
corespunzatoare cu aceleasi numere se iau lungimile marcate prin sageti.

Deoarece corpurile intersectate sunt simetrice, in constructia

desfasuratelor s-au notat numai un sfert din numarul de diviziuni, Fig.9.1.

9.2 Intersectia sub un unghi oarecare a doi cilindri de diametre
diferite

Asa cum s-a aratat in Fig. 9.1, mai intdi se determind linia de

intersectie dupa metoda folositad la intersectia dintre doi cilindrii, apoi se

procedeaza la constructia desfasuratelor celor doi cilindri.
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Pe prelungirea extremitatii libere a cilindrului mic (linia 0 — §
perpendiculard pe axa cilindrului) se aseaza lungimea desfisurata a
cercului cilindrului mic impartita in acelasi numar de parti egale ca si
circumferinta cilindrului mic. Prin punctele de diviziune se duc
perpendiculare pe linia 0 — & (paralele cu axa cilindrului mic). Se
proiecteazd punctele a, b, ¢ pe generatoarea cilindrului mic pana se
intersecteaza cu perpendicularele corespunzitoare duse din punctele 0, 1,
2, obtindndu-se punctele a’, b’, etc., care unite, dau curba de intersectie
desfasurata pentru cilindrul mic.

Pentru a determina desfasurata tdieturii din cilindrul mare se
procedeaza astfel: se traseaza linia x, y, perpendiculara pe axa cilindrului
mare in punctul e al liniei de intersectie. La intersectia acestei linii cu
generatoarele cilindrului mare duse prin punctele j, /4, g, f'se obtin punctele

LILILIV.
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Pe dreapta oarecare OO’ se aseaza lungimile arcelor ab, be, cd, etc.,
iar prin punctele obtinute /, /I, 111, IV se duc perpendiculare pe OO’. Pe
aceste perpendiculare, se ridicda distantele /—a, II — b, etc. si se coboard
I—j, Il — h, etc. Unind intre ele punctele a, b, c, etc., se obtine jumatate din
taietura cilindrului mare.

Avand desfasuratele celor doua tdieturi, se pot construi si

desfasuratele cilindrilor intersectati, Fig. 9.2.

Fig. 9.2

9.3 Intersectia dintre un cilindru si o prisma

Construirea defdguratei prismei si a taieturii in cilindru se realizeaza
ca si 1n cazul intersectiei a doi cilindri, cu simpla deosebire cd in cazul de
fata, in loc de a imparti intregul perimetru al prismei in parti egale (asa
cum s-a facut la cilindrul mic din cazul anterior) se va imparti fiecare

latura in parti egale conform Fig. 9.3.
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9.4 Intersectia dintre un cilindru si un con ce patrunde oblic in
cilindru

Se traseaza jumadtate din cercul de baza al conului si se imparte intr-
un numar de parti egale (doudsprezece); din punctele de diviziune se duc
perpendiculare pe diametrul cercului de baza al conului. Punctele de
intersectie se unesc cu varful S al conului. Proiectia corespunzitoare a
acestor puncte (/°, 2°, 3°..., 12’ se unesc cu varful S;. Punctele de
intersectie ale razelor S; — 1°, §; — 2’, etc. cu cilindrul 7, 11, 111, IV, etc. se
proiecteaza in vederea din stdnga, obtinandu-se linia de intersectie dintre
cilindru si con. La fel se procedeazd si pentru determinarea liniei de
intersectie de la iesirea conului din cilindru.

Pentru a obtine desfasurata conului se procedeaza la fel ca la
desfasurarea unui con oblic. In Fig. 9.4 se arata jumatate din desfisurata

cilindrului; se observa cd in aceastd constructie distantele dintre dreptele
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I—1I, 11 - II, Il - IV, etc. sunt luate de pe linia de intersectie.
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Fig. 9.4

9.5 Intersectia dintre un cilindru si un poliedru

In Fig. 9.5 se reda in doud vederi intersectia dintre cilindrul B cu
axa verticala si poliedrul 4 cu baza dreptunghiulard, a cadrui axa este
inclinata fatd de axa cilindrului (axele celor doud corpuri nu se
intersecteazd). Pentru constructia desfasuratelor acestor doud corpuri se
determind mai 1ntai linia de intersectie a fetelor poliedrului cu cilindrul dat.
Aceasta se face astfel: se imparte cercul din proiectia plana a cilindrului B
intr-un numar oarecare de parti (in acest caz, jumditatea cercului s-a
impartit in 6 parti), iar prin punctele de diviziune /, 2, 3,..., 7 se duc razele
corespunzitoare care intersecteaza perimetrul bazei poliedrului in punctele
LI 11,..., VII. Cu ajutorul compasului se duc aceste puncte pe orizontala
Xx, apoi se proiecteaza pe vederea laterala obtinandu-se punctele I, II°, III’

la intersectia razelor SI’, SII’, etc. cu generatoarea cilindrului se determina
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punctele 7°, 2°, 3’, etc. Prin aceste puncte se duc orizontalele, care, prin
intersectia lor cu verticalele ridicate din punctele de diviziune ale cercului
din proiectia pland, determind punctele /, 2, 3,..., 7. Unind aceste puncte
se obtine curba de intersectie dintre cilindru si poliedru.

Desfasuratele cilindrului si poliedrului sunt cunoscute. Pentru a afla
desfasurata sectiunii de intersectie de pe poliedru, se determina pe
poliedrul desfasurat punctele: 7, I1, I11,..., IX. Pe razele care unesc varful S
cu punctele 7, 11, I11,..., IX, se aseaza distantele /" — 1°, [’ — 2°, III’ — 3°,
etc., determinandu-se astfel punctele /, 2, 3, etc., care unite dau taietura
facutd de cilindru in poliedru.

1234 567
!

Desfisurata 8

313 | ANN

i S,
e O
-3 f

Fig. 9.5

9.6 Intersectia unui cilindru cu o sfera

Deoarece desfasurata sferei intersectatd de alte corpuri se reduce la
desfasurarea sferei intersectatd de mai multe plane, inainte de a trece la
descrierea determindrii  desfdsuratelor ansamblurilor respective, 1in
Fig.9.6.a se aratd sfera intersectatd de un plan si desfasurarea acesteia. Un
plan intersecteaza meridianele sferei in punctele 7;, 2, 31, etc. Un plan

intersecteaza meridianele sferei in punctele 7, 2y, 3;, etc. Prin punctele de
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intersectie /', 2, 3’;, etc. se duc drepte orizontale ce intersecteaza
meridianul OP’; in punctele /°’, 27, 37}, etc. Diferitele puncte de pe
linia de intersectie pe desfasurata se obtin luand arcele 00, egal cu 00°;, 11,
egal cu 01°’;, 22, egal cu 02"’;, etc. punctele intermediare se obtin ducand
plane de intersectie suplimentare /P’; 4g P’,/, cu care se poate determina
punctul 4;g. Desfasurarea sferei se construieste cu una din metodele
prezentate 1n capitolul anterior.

In Fig. 9.6.b este prezentat cazul general de intersectie dintre un
cilindru si o sferd cand axa cilindrului nu trece prin centrul sferei, ci
intersecteaza axa acesteia intr-un punct oarecare C,. Pentru construirea
desfasuratei acestui ansamblu, este necesar ca in prealabil, sa se determine
linia de intersectie a corpurilor. Aceasta se obtine folosind una din
urmatoarele metode:

a) cu ajutorul compasului, din C; se descrie un arc de cerc ce
intersecteaza sfera in punctele Mg si cilindrul in punctele Mz Un
punct oarecare M de pe linia de intersectie se obtine prin intersectia
dreptelor duse prin punctele M si Mz (MsMs, M;M>).

b) prin punctele de impartire ale cercului de bazi al cilindrului se duc
generatoarele care intersecteaza conturul sferei in punctele /,, 2y,
etc. Din aceste puncte se duc drepte verticale ce intersecteazi axa
sferei in punctele /,, 2,, 3,, etc., iar razele C3,, C2,, etc. si cu centrul
in C (centrul sferei) se descriu arce de cerc ce intdlnesc
generatoarele cilindrului in punctele /o, 20, 30, etc. Unind punctele
1o, 20, 30, etc. printr-o curba continud, obtinem linia de intersectie.
Avand linia de intersectie (lungimile reale ale generatoarelor

cilindrului) in Fig. 9.6.b se aratd jumaétate din desfisurata cilindrului.

Pentru a obtine desfasurata sferei se procedeaza ca si in cazul Fig. 9.6.a, cu
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deosebirea ca in cazul de fatad, proiectia liniei de intersectie nu este o

dreapta, ci o linie curba.

Fig. 9.6

9.7 Intersectia dintre un con cu o sfera

In cazul in care axa conului trece prin centrul sferei Fig. 9.7.a,
desfasuratele conului si sferei se reduc la cazul intersectarii acestora de
catre un plan. Se considerd cazul general cidnd axa conului nu trece prin
centrul sferei, ci intersecteazid axa acesteia intr-un punct oarecare C;.
Pentru constructia desfasuratelor conului si sferei trebuie determinata linia
de intersectie a acestora.

Din punctul C;, cu compasul se descrie un arc de cerc care

intersecteaza sfera in punctele Mg si conul in punctele Mg. Un punct
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oarecare M, de pe linia de intersectie, se obtine prin intersectia dreptelor
duse prin punctele Mg si My (MsMs, MxMy). In continuare, baza conului se
imparte intr-un numar de parti egale, iar prin punctele de diviziune 0, 1, 2,
etc. se duc generatoarele conului ce determina, la intersectia lor cu linia de
intersectie a celor doua corpuri, punctele 0o, 1o, 20, etc. Distanta de la
punctele obtinute pana la varf, si respectiv pana la baza conului, determina
lungimea reald a generatoarelor ce sunt transpuse cu ajutorul compasului
(respectand numerele de ordine) — Fig. 9.7.b, unde este reprezentata
desfasurata conului.

Desfasurata sferei se construieste dupa metoda descrisa in Fig. 8.6.a,
cu deosebirea cd in acest caz, linia de intersectie nu este o linie dreaptd, ci

o linie curba.

9.8 Racordarea unei sectiuni circulare la o sectiune patrata
e Cazul in care latura patratului a este mai mare decat diametrul D al
cercului
Pentru determinarea desfasuratei ansamblului se procedeaza astfel:
cercul de diametru D se Tmparte in 2n parti egale (doudsprezece),
obtinandu-se punctele /, 2, 3, etc.
Constructia este formata din patru elemente plane: triunghiurile 7 — 7 — 17,
Il — 4 — III, etc. si din patru conuri eliptice inclinate identice, avand baza
circulara comuna, cu diametrul D si varfurile 7, I1, 1] si IV
Determinarea desfasuratei se reduce la determinarea elementelor
plane si conice. In Fig. 9.8 sunt determinate lungimile reale ale
generatoarelor elementelor conice, unde segmentul AV este egal cu
inaltimea 4, iar segmentele 47, A2, A3, etc. sunt egale cu segmentele /7 /,

11 2, etc. lungimile reale ale generatoarelor sunt /V, 2 V, etc.
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In Fig. 9.8 se ia segmentul A7 = h = m, iar din punctele 4 si I, cu
ajutorul compasului se descriu arce de cerc cu razele IV si a/2, care se
intersecteazd in punctul //. Cu centrul in /I se descrie un arc cu raza
Il 2=V 2. Cu centrul in / si cu raza r = 12 se descrie un arc de cerc care
intersecteazd pe precedentul in punctul 2. Constructia se continuda in
acelasi mod péanad ciand se determind 1intreaga desfasuratd. Analitic,

parametrii racordarii se pot determina folosind urmatoarele relatii:

w;  [a D) .
"o " 272

= \/(;—l;sin (pKJ + (Z—gcos gon +h

unde: 2n — numarul de parti in care se imparte cercul,;

vk =Ke, unde . _ 360" (unghiul la centru);
2n

99



m — indltimea fetei triunghiului;
K — numarul de ordine al punctului de impartire a cercului;

[x — lungimea reald a muchiilor.

Lungimea reald o muckiilor

?

Fig. 9.8

e Cazul 1n care latura patratului a este mai micad decat diametrul D al
cercului.
Se procedeaza la fel ca si in cazul in care latura patratului este mai mare
decat diametrul D al cercului, Fig.9.8.
e Cazul in care latura péatratului a este egala cu diametrul D al cercului
Constructia desfasuratei acestui ansamblu (Fig.9.9) este similard cu cea
descrisa la primul caz. Relatiile analitice pentru determinarea parametrilor

racordarii sunt:

r :751,3; m=hs> [.= (gj [3 "2 qSin¢K‘+‘COS¢K‘)]+hZ

100



[ <
[ i
axa
]
o
F 4\
| k
Fig. 9.9
11 2 345
Vedere din
fofd

i Lungimea

\ recld |
Zs d 0___9,

a2 2 .
a4 gf l 34 : ggg’ere de
/ a5 ;B
Lungimile din !
vederea de sus ! |
q 1 b
a

Fig. 9.10

e Cazul in care latura patratului a este egala cu diametrul D al cercului
Constructia desfasuratei acestui ansamblu (Fig.9.10) este similard cu cea
descrisa la primul caz. Relatiile analitice pentru determinarea parametrilor

racordarii sunt:

Y/ DI h\/(g}[gzﬂsingo,(

+\cos (pk\)]+ W
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10. LINII, SUPRAFETE SI CORPURI ELICOIDALE

10.1 Linii elicoidale

10.1.1 Elicea cilindrica

Elicea cilindrica sau linia elicoidala cilindrica este curba trasata pe
suprafata unui cilindru care intersecteaza generatoarele cilindrului sub un
unghi constant. Cand cilindrul este de rotatie, elicea trasatd se numeste
elice circulard. Distanta dintre doua puncte succesive de intersectie a
elicei cu aceeasi generatoare se numeste pas si se noteaza cu p. Unghiul
elicei este unghiul constant pe care il face tangenta la elice cu planul unei

sectiuni drepte.
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Pentru a trasa, pe cilindrul drept cu bazele cercuri cu centrele in
O (0, @) s1 £ (v, ®y) — Fig. 10.1.a, elicea care este generatd prin

deplasarea punctului 4 (‘a, a’ ) se impart in doudsprezece parti egale atat

cercul de baza al cilindrului, [aal =aa, =...=a,a, =a,a, = 316;)} cat si
pasul p al elicei (a'l =12=...=1la\,= 1‘;) In mod succesiv, considerandu-

se deplasarile proportionale, se determina proiectiile verticale a’, a;,...... ,
a;;’, prin care se traseaza elicea tinand seama de vizibilitate. Prin simetrie,
se traseaza elicea si pe cealalta portiune a cilindrului. Pentru a desfasura
elicea, se desfagoard cilindrul si se transpun pe desfdsuratd punctele prin
care s-a trasat elicea. Desfagurata elicei este linia dreapta 4*4*; conform

Fig. 10.1.b.

10.1.2 Elicea conica

Se numeste elice conica, curba generata de un punct care se
deplaseazd de-a lungul unei generatoare a unui con circular drept, in timp
ce conul executda o miscare de rotatie in jurul axei sale, traiectoria
punctului fiind proportionala cu unghiul de rotatie.

Pentru constructia elicei, pe conul circular drept cu baza un cerc, cu
centrul in 2 (w, @’ ) si varful in S (s, s’ ) — Fig. 10.2.a, se Tmpart in

doudsprezece parti egale atat cercul de baza al conului in proiectie

orizontala (12;1;=1;2;=...... =11,12;) cat si pasul p in proiectie verticalda
(12°1’=1"2=...... =11"12’). Cu ajutorul liniilor de ordine se determina in
proiectie orizontala /, 2,...... , 11, 12. Cu varful compasului in s se descrie

un arc de cerc din / pand la intersectia cu s/; si se determind 1,. Cu linie
de ordine din /, se determind, pe paralela din /° la axa Ox, proiectia

verticala /. Similar se determind si celelalte puncte ale elicei, notate in
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figurd numai pe portiunea pasului p. Prin desfdsurarea conului se obtine si
transformata prin desfasurare a elicei, care este o spiralda Arhimede,

Fig.9.2.b.

Oesfasurale
elicei canice

{/

\

8IS
G

10.1.3 Elicea sferica

Se numeste elice sferica curba generatd de un punct care se
deplaseazd pe cercuri paralele ale unei sfere, in timp ce sfera executd o
migcare de rotatie in jurul unei axe perpendiculare pe planele paralelelor,
traiectoria punctului fiind proportionald cu unghiul de rotatie.

Pentru constructia elicei pe sfera cu centrul in 22 (o, ®’) — Fig. 10.3,
se poate utiliza semisfera superioard, pe care se imparte sfertul de cerc

90(}

). Cu linie de
12

1’13’ in doudsprezece parti egale (12'=23'=.....=12'13'=

ordine se determind in proiectie orizontalda 1, 2,...... , 12, 13 pe weg.
Conturul aparent al sferei in proiectie orizontald se imparte in acelasi

numar de pérti (ab=bc=.....= pa= 3163 ).
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Cu varful compasului in @ si cu raza @2 se traseaza un arc de cerc,
care intdlneste wb in b,. Cu linie de ordine din b, se determind, pe paralela
din 2’ la axa Ox, proiectia verticala b’,. Similar se determind si celelalte
puncte ale elicei sferice, care se traseaza tindnd seama de vizibilitate. Prin

simetrie fatd de a;’1’, se traseazi elicea si in semisfera interioara.

i3 )
=== 1 g

Fig. 10.3
10.2 Suprafete elicoidale
Suprafetele elicoidale se pot incadra foarte bine si la suprafete curbe.
Ele au particular numai aceea cd punctele elementului generator al
suprafetei fie riglat, fie neriglat, se deplaseaza dupa linii elicoidale. Avand

in vedere larga lor aplicatie in tehnica vor fi expuse detaliat.
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Suprafetele elicoidale riglate pot fi strambe, atunci cand segmentul
generator formeaza cu axa liniei elicoidale un unghi diferit de 90° si drepte

cand segmentul generator face 90° cu axa.

10.2.1 Suprafata elicoidala stramba

Este generata de un segment a carui dreapta este concurentd cu axa
(segmentul AB (ab, a’b’) din Fig. 10.4. Pasul este p si diferenta cotelor
punctelor 4 si B este de 3p/12, aceasta diferenta pastrandu-se tot timpul.

Daca aceasta diferentd nu este un multiplu de p/12, in general p/n,
atunci apar mai multe linii de constructie, necesitand o mai mare atentie in
timpul lucrului. Pe linia elicoidala a punctului 4 (a, a’), acesta ajunge dupa
360° in A}, (an, a’12), iar punctul B (b, b’), pe linia elicoidala respectiva,
ajunge in By (b2, b’12).

In proiectie orizontald, suprafata generati se proiecteazi dupd o
coroand circulara, la care cercul mic are diametrul cilindrului miez si
diametrul cercului mare egal cu diametrul cilindrului pe care se deplaseaza
punctul B.

Proiectia verticala cere mai multd atentie, in sensul cd se traseaza
linii elicoidale pentru cat mai multe puncte ale segmentului generator 45.
Infasuratoarea acestor linii elicoidale va fi protectia verticald a suprafetei.
In acest scop, in Fig. 10.4 alaturi de punctele 4 si B mai sunt luate si
punctele C (c, ¢”) si D (d, d’), care, ajung in C; (c12, ¢'12) $i Dia (diz, d'1).
Odata cu trasarea celor patru linii elicoidale se pot trasa si diferitele pozitii
ale generatoarei §i apoi infisurdtoarea acestora, obtinidnd astfel proiectia
verticala a suprafetei.

Daca diametrul cilindrului miez este redus la axa de simetrie, se
poate usor vedea cd generatoarea se deplaseazad pe aceastda axa si pe linia

elicoidala a lui B, care sunt cele doua directoare.
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Caracteristic pentru aceastd suprafatd este faptul cd generatoarea
intersecteaza axa cilindrului mereu sub acelasi unghi, ramanand, in
migcarea ei, paraleld cu generatoarea unui con circular drept, coaxial cu
suprafata elicoidald, con care poartd numele de con director (conul cu
varful In S (s, s”)).

Sectiunea cu un plan perpendicular pe axa suprafetei elicoidale este
o spirala Arhimede. Fie /H;/ un astfel de plan, care este intersectat de
liniile elicoidale ale punctelor 4 si B, respectiv A4 (a4, a’s) si By (b7, b°7).
Pozitiile intermediare ale generatoarei intersecteaza planul /H;/in punctele
Cs (cs, ¢’s) 81 Ds (ds, d’s). Dacd nu sunt suficiente punctele pentru trasarea

curbei se pot lua si alte pozitii ale generatoarei.




In Fig. 10.4 este luata pozitia EF a cirei proiectie orizontala este ef;
cu proiectia verticald e’ care intersecteaza urma verticala H, in punctul
i’, de unde se géseste i, asa cum aratid sdgeata. Punctele 44, I, Ds, Cg si B,
determina curba de sectiune.

Din cele doud miscari proportionale (rotatie si translatie) in lungul
axei cilindrului, atunci cand generatoarea inainteaza planul de nivel /H;/,
punctul de intersectie executa a treia miscare de translatie, radiald, care in
proiectie orizontald genereaza curba aidsc¢b;. Avand in vedere miscarile
proportionale de rotatie si de translatie radiald, curba de sectiune cu planul

[H ] este o spiralda Arhimede.

10.2.2 Suprafata elicoidald strimba generati de o dreapti care

nu intersecteazi axa

Fie dat segmentul de dreapta, in pozitie initiala AB (ab, a’b’) tangent
la cilindrul indicat in Fig. 10.5, a cérui raza este perpendiculara comuna
dintre axa si generatoare. Elicea generata de punctul de tangentd 4 (a, a’)
poartd numele de elice colier. Dreapta generatoare nu este tangenta la linia
elicoidald a punctului 4 (a, a’).

Trasarea suprafetei elicoidale se poate face ca si in cazul precedent
sau trasand liniile elicoidale ale punctelor 4 si B, diferitele pozitii ale
generatoarei si apoi, infagurdtoarea acestora.

Deoarece generatoarea, in diferitele ei pozitii, facand acelasi unghi o
cu un plan perpendicular pe axa suprafetei (planul /H/) are con director de
rotatie. In Fig.10.5 se aratdi modul de gdsire a marimii unghiului o si se
pune in evidenta conul director cu varful in S (s, s”). De asemenea se vede
in proiectie orizontald sectiunea cu planul /H,/ care, de data aceasta nu

este o spirald Arhimede.
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Fig. 10.5 Fig. 10.6

Suprafetele elicoidale, in general, nu sunt desfasurabile. in cazul
special cand dreapta generatoare este tangentd la elicea colier, suprafata

care apare poate fi desfasurata si este prezentata in Fig. 10.6.

10.2.3 Suprafata elicoidalid dreapti generati de un segment a
carui dreapta face un unghi de 90" cu axa si este
concurenti cu aceasta

Fie pe Fig. 10.7 segmentul 4B ( ab, a’b’ ), punctul A fiind pe

suprafata cilindrului miez de diametru d. In deplasarea lui elicoidala,
segmentul ramane tot timpul paralel cu planul /H/, deci, va genera o

suprafata cu plan director, care, in cazul de fata, este un conoid elicoidal.
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Reprezentarea este mai simpla decat la suprafetele elicoidale simple
ca la suprafete elicoidale strambe. Cand segmentul generator ajunge in
pozitie de capit, cele doua linii elicoidale ale punctelor 4 si B, in proiectie
verticala, trec prin proiectia segmentului, care este un punct situat pe axa.
Sectiunea cu un plan perpendicular pe axd este dupd o pozitie a
generatoarei. De exemplu, planul /H,/ intersecteazd suprafata elicoidala

dupd AsBg (agbs, a’sh’s).

10.2.4. Suprafata elicoidald generata de o dreaptia care nu este
concurenti cu axa, dar face un unghi de 90° cu aceasta

Dreapta ramane 1n toate pozitiile paraleld cu un plan perpendicular

pe axa si se reazema tot timpul pe doua linii elicoidale. Pe elicea colier

generatd de punctul 4 de tangentd a generatoarei cu cilindrul si pe elicea

punctului B, a doua extremitate a segmentului generator, suprafata obtinuta

este un cilindroid elicoidal (Fig. 10.8).
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In cazul de fatd, in proiectie verticald, cdnd generatoarea ajunge in
pozitie de capat, apar trecand prin aceste puncte (pe generatoarele de
contur aparent ale cilindrului) si cele doua linii elicoidale.

In baza celor prezentate, conoidul si cilindroidul elicoidal pot fi
recunoscute si numai dupa proiectiile lor verticale. Sectiunea cu un plan
[/H] perpendicular pe axa se face dupa pozitia generatoarei care se afla in
acel plan. Pe figurd se observa indicat planul /H;/ prin urma verticala si
intersectia acestuia cu suprafata elicoidald dupa pozitia generatoarei A;B;

(asbs, a’sb’s).

10.3 Corpuri elicoidale (elipsoide)

Corpurile elicoidale sunt generate de suprafete ale caror puncte se
rotesc dupd linii elicoidale. De cele mai multe ori acestea fac corp comun
cu un cilindru miez, asa cum este in cazul filetelor, al rotilor dintate
cilindrice cu dinti elicoidali, al stalpilor cu nervurd elicoidald pentru
fundatii, etc.

Uneori, un corp adus sub formé elicoidald este lipit de un cilindru
miez, formand un organ pentru o anumita instalatie de transport (incarcare,
descarcare). Alteori pentru acelasi scop, se Intrebuinteaza suruburi cu pas
sau cu diametru variabil. Apoi sunt cazuri cand corpurile elicoidale se
intrebuinteaza fard a fi rigid fixate de un cilindru (arcuri si conducte
elicoidale, etc.).

Alteori, elementul generator are un anumit profil, determinat
hidrodinamic sau aerodinamic, pentru a asigura o rezistentd minima la
inaintare §i o tractiune sau o impingere maximd. Este cazul elicelor de
vapoare si de avioane, unde, pentru a obtine un randament maxim,

elementul generator isi schimba méarimea si pasul.
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O suprafatd elicoidald generatd de un dreptunghi, cu dimensiuni
corespunzitoare, in cazul cand panta este micd, poate servi la urcarea si
coborarea autovehiculelor la garajele colective cu 1 — 4 nivele sau chiar
mai multe. Cand panta depaseste o anumita limita, pe partea superioara pot
fi practicate trepte pentru urcare si coborire (la scarile elicoidale sau la
racordarea a doua pante orientate in directii opuse).

La corpurile elicoidale generate de suprafete poligonale, problema
revine la a intersecta suprafetele elicoidale generate de dreptele din care

fac parte laturile poligonului.

Fig. 10.9



Astfel, nervura elicoidald generata de triunghiul (efy, o’'f’y) —
Fig.10.9 are fata generatd de latura (af a’f’) identicd, tot timpul, cu
suprafata laterala a cilindrului si limitata de liniile elicoidale ale
extremitatilor segmentului generator. Celelalte doua suprafete elicoidale
sunt generate de dreptele din care fac parte laturile (ay, «’y’) si (By, B'V)
ale triunghiului generator si au, ca linie de intersectie, linia elicoidala a
varfului (3, 7).

De cele mai multe ori, In cazul acestui profil, pasul este egal cu

latura triunghiului, rezultand filetul triunghiular cu un inceput — Fig. 10.10.

o)

100°%. 504,

Fig. 10.10 Fig. 10.11

Uneori, se cere ca filetele sa aibd doud inceputuri, pasul fiind de
doud ori un plin si un gol. Trasarea si sectionarea se fac la fel ca la figurile
anterioare. Avand in vedere 1nsa cd sunt doud nervuri elicoidale, fiecare
nervurd va fi marginita in sectiune de doua arce, deci in total de patru arce

de spirala Arhimede, Fig. 10.11.
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10.4 Profilul filetelor

Dupa cum se stie, profilul filetelor este de mai multe forme.

In Fig. 10.12 este prezentat un filet patrat pe stanga, cu un inceput,
nervura elicoidald fiind limitatda de doud portiuni de suprafete cilindrice,
cuprinse intre liniile elicoidale respective si de doud suprafete elicoidale
drepte. In tot timpul miscarii, patratul generator se gaseste intr-un plan care
trece prin axa cilindrului, iar doud dintre laturile patratului genereaza
suprafete elicoidale drepte.

Fiind vorba de un filet cu un singur inceput, pasul p este un plin si
un gol. Sectiunea cu un plan perpendicular pe axd este dupa pozitiile
generatoarelor celor doua suprafete elicoidale, care sunt cuprinse in acest

plan.

Fig. 10.14



Profilul filetelor poate sa fie si trapez dreptunghic (Fig. 10.13). La
un astfel de filet pe dreapta cu doua inceputuri, pasul p cuprinde doua
plinuri si doud goluri. Cele doud suprafete elicoidale, care marginesc
nervurile, sunt una dreapta si una stramba.

In sectiunea cu planul /H,], suprafetele elicoidale drepte sunt
marginite de segmentele 4B (ab, a’b’) si CD (cd, c’d’). In ceea ce priveste
suprafetele elicoidale strambe, sectiunea lor cu un plan perpendicular pe
axa este marginitd de arcele de spirala Arhimede EI (ei, e’i’) si FG (fg,
fg’). In Fig. 10.14 este indicat un filet cu profil trapez isoscel cu trei
inceputuri, adica pasul p cuprinde trei plinuri si trei goluri, suprafete
elicoidale care marginesc nervurile sunt suprafete elicoidale strambe.

Pe figura este executatd si sectiunea cu planul de nivel [H;]
perpendicular pe axa fiind indicate pentru una dintre nervuri, punctele 4
(a, a), B (b, b)), C (¢, ¢) si D (d, d’), unde liniile elicoidale
corespunzatoare intersecteaza planul /H/ Numarul de inceputuri se poate
citi cu mare usurinta in proiectie orizontald, unde apar, pentru fiecare
nervura, cate doud arce de spirald Arhimede.

In Fig. 10.15 este prezentat corpul elicoidal care rezultd prin
infagurarea unei bare cilindrice sau sdrme de otel pe un cilindru,
asigurandu-se acelasi pas p intre spire. In acest mod s-a obtinut arcul
elicoidal cilindric, care poate fi considerat si ca rezultatul deplasarii
centrului unei sfere, de diametru egal cu diametrul barei cilindrice
(sarmei), dupa linia elicoidala de pas p si de diametru corespunzétor.

Proiectiile diferitelor pozitii sunt trasate cu linii subtiri.
Infisuritoarea acestora va fi reprezentarea cilindrului adus sub forma
elicoidald. Ea este tangentd la fiecare sferd dupa cercul mare care apartine

planului ce trece prin centrul sferei si este normal la axa elicoidala.
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Pe planul cu care este paralel axa, dupa fiecare 180°, infasuritoarea
are puncte de intoarcere. Conturul corespunzator semispirelor din spatele
planului de front dus prin axa, pe portiunea suprapusd a infasuratoarei,

precum si arcele dintre cele doua puncte de intoarcere sunt nevazute.

Fig. 10.15

In proiectie orizontala, infisuratoarea sferelor arati cele doua cercuri
concentrice. Tot aici se vede conturul sectiunii facute cu planul de nivel
[H;]. Acest plan sectioneaza unele sfere dupa cercuri de raze r, ry, r,, etc.,
care, in proiectie orizontala, apar in marime reala. Infasuritoarea acestor
cercuri da in aceasta proiectie conturul sectiunii. Sectiunea cu planul /H/se
traseaza la fel, insa cu linie intrerupta, fiind nevazuta. Suprafetele care iau
nastere prin Infasurarea sferelor de acelasi diametru, trasate din centre

situate pe o curbd plana sau spatiala se mai numesc si suprafete canal.
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11. NOTIUNI GEOMETRICE FUNDAMENTALE

11.1 Originea notiunilor geometrice fundamentale

Desenul geometric std la baza geometriei descriptive si a desenului
tehnic prin aplicarea constructiilor geometrice din cadrul geometriei plane.

Notiunile geometriei plane, postulatele si teoremele s-au format de-a
lungul timpului prin abstractizarea unor realitati obiective. S-a convenit ca
obiectele din spatiul tridimensional ( lumea inconjurdtoare ) sa nu se
deosebeasca in ceea ce priveste masa, culoarea, forma, si prin neglijarea
neregularitdtilor corpurilor s-a ajuns la forme spatiale care se intind in trei
dimensiuni: lungime, latime si indltime. Astfel un corp in spatiu are trei
dimensiuni, o suprafatd plana are doua dimensiuni, o dreapta are o singura
dimensiune, iar punctul geometric nu are dimensiuni.

”»

“ Punctul geometric este o notiune matematicd abstractd
(latinescul abstractus — Indepartat de realitate) care nu poate fi vazut si
nici desenat [p.21].

Notiunile fundamentale ( care nu se definesc ) ale geometriei plane sunt
constituite de punct , dreaptd, plan si distantd. Prin intermediul acestora

se definesc notiunile de: semidreaptd, segment, linie frantd, unghi, etc.

11.2 Punctul si multimea de puncte
Punctul ( A ) este determinat si reprezentat prin intersectia a doud
drepte (A;5i 4;); A =>4, A,
Reprezentarea cea mai precisa a punctului este atunci cand unghiul
rezultat din intersectia celor doud drepte are valoarea de 90°. Pe planul foii
punctul se reprezintd printr-un cerc mic trasat cu balustrul si care are

centrul situat la intersectia imaginara a doud drepte conform Fig.11.1.
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Orice multime de puncte formeaza o figurd geometricd.
Multimea face parte din notiunile fundamentale ale intregii

matematici.

Ay

Fig. 11.1

11.3 Linii si tipuri de linii

11.3.1 Linia dreapti, linia franta si linia curba

Dreapta sau linia dreaptd este determinatd §i se reprezintd ca urma
punctului care se misca in plan (orizontal), urmand drumul cel mai scurt
dintre doud puncte si fara sa-si schimbe directia.

Dreapta se reprezinta precis atunci cand punctele sunt suficient de
departate astfel incat sa poata determina o dimensiune masurabild conform

Fig.11.2.
A B

Fig. 11.2
Dreapta se mai reprezinta ca “urma” intersectiei a doua plane [H] si [V]

conform Fig.11.2; AB = [H] N [V]

Fig. 11.3
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Numdrul dreptelor prin mai multe puncte:

e Prin doud puncte diferite trece o dreaptd si numai una,

e Prin trei puncte diferite care nu sunt situate pe aceeasi dreapta trec
trei si numai trei drepte care unesc fiecare cate doud puncte
determinand un plan,

e Printr-un punct se pot duce in plan o infinitate de drepte; multimea
tuturor dreptelor din plan care au numai un singur punct comun
costituie un fascicul de drepte.

Semidreapta contine multimea tuturor punctelor unei drepte care se
gasesc de aceeasi parte a unui punct O situat pe aceastd dreaptd, inclusiv
punctul O.

Semidreptei apartin numai acele puncte care pot fi atinse din O printr-o
migcare rectilinie fard nici o schimbare de sens.

Segmentul AB contine multimea tuturor punctelor unei drepte care
se gasesc intre punctele 4 si B, inclusiv aceste puncte.

Segmentul este cea mai scurtd legatura dintre punctele 4 si B din
plan; lungimea segmentului 4B reprezintd distanta dintre punctele 4 si B.
Cand se ia in considerare sensul segmentului, atunci se noteazi prin AB

segmentul care incepe in A4 si se termind in B.

Linia frantd este de doud tipuri: - Linie frdntd deschisd;

- Linie frantd inchisd.

Linia frantd deschisd reprezinta reuniunea a doua sau mai multe
segmente de dreaptd, astfel incat capatul fiecarui segment (inafard de al
ultimului) este originea urmatorului segment, fard ca segmentele alaturate

sd se afle pe aceeasi dreapta (Fig.11.4 si Fig.11.5).
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Fig. 114 Fig. 11.5

Linia frantd inchisd reprezintd reuniunea a trei sau mai multe
segmente de dreapta, astfel incat capatul ultimului segment este originea
primului segment (Fig.11.5 si Fig.11.6)

Linia frantd inchisd simpld reprezintd reuniunea a trei sau mai
multe segmente de dreaptd, astfel incat capatul ultimului segment este

originea primului segment fara ca acestea sa se intersecteze (Fig.6).

AQ
A5 A4 A4
A
As °
A] A]
A, A

Fig. 11.6 3 Fig. 11.7
Linia curbd este de doua tipuri: - Linie curbd deschisd;
- Linie curbd inchisd.
Linia curbd deschisd reprezinta schimbarea succesiva a pozitiei punctului

dupa o directie fara ca traictoria acestuia sa formeze unghiuri (Fig.11.8).

B
A A
Fig. 11.8
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Linie curbd inchisd reprezintd schimbarea succesivd a pozitiei
punctului dupd o directie fard ca traictoria acestuia sa formeze unghiuri

astfel incat punctul de capat sd coincida cu originea (Fig.11.9).

A=B

Fig. 11.9
11.3.2 Drepte paralele
Paralelele sunt dreptele care nu au nici un punct comun (sau nu se
intersecteaza niciodata).
Paralela (4°) la dreapta (4) se obtine prin translatia in acelasi sens a
unui echer de-a lungul unei rigle cu distanta 1 astfel incét toate punctele
dreptei (4) se translateazd intr-o noud pozitie (4’) cum se prezintd in

Fig.11.10.

() A Vodki
(A)
A P

Fig. 11.10
11.3.2.1 Paralela la o dreata printr-un punct dat
Pentru trasarea unei paralele la o dreapta printr-un punct O exterior
dreptei (4) se procedeaza ca in Fig.11.11: cu varful compasului in O si cu

9

0 raza oarecare “r”’ se traseaza un arc de cerc care intersecteaza dreapta

(4) n punctul 4, iar din acest punct cu aceeasi raza “r” se traseaza un arc

de cerc care trece prin punctul O si intersecteaza dreapta (4) in punctul B.
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Cu vérful compasului in B se iaraza » = OB iar din punctul 4 se duce

un arc de cerc care intersecteaza primul arc de cerc in punctul P.

Fig. 11.11 Fig. 11.12

Constructie cu rigla si echerul conform Fig.11.12: se suprapune una
din laturile echerului (ipotenuza) pe o rigld, iar pe o altd laturd se traseaza
dreapta (4), dupa care acesta se translateaza de-a lungul riglei in aceeasi
directie pana cand aceeasi latura trece prin punctul 4, dupd care se traseaza

dreapta (A’°) de-a lungul acestei laturi a echerului.

11.3.2.2 Paralela la o dreapti cu o distanta data

Pentru trasarea unei paralele la o dreaptd (4) cu o distanta datd “d”
se procedeaza ca in Fig.11.13: se aleg doud puncte oarecare A si B situate
pe dreapta (4) din care se traseaza arce de cerc cu raza egala cu distanta
“d” de aceeasi parte a dreptei (4). Dreapta (4°) tangentd la arcele de cerc
in punctele O si P reprezinta paralela la o dreapta cu o distanta data.

0 P (A)

(A)

A B Fig. 11.13
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11.3.3 Drepte perpendiculare

Perpendiculara este acea dreaptd care face cu o altd dreaptd in
punctul de intersectie un unghi drept (90°).

Daca se uneste un punct comun al dreptei (4) cu toate punctele
dreptei (A4°), (4) Il (4°), printre aceste segmente de legatura existd unul care
este cel mai scurt 44" ; acest segment reprezintd distanta dintre paralelele
(A) si (4°) formand cu (4) in A sicu (4’) in A céte o pereche de unghiuri
drepte, Fig.11.14.

(A) & A

u@
o MO
| A Fig. 11.14

13.3.3.1 Perpendiculara pe o dreapta intr-un punct dat

Pentru trasarea unei perpendiculare pe dreapta (4) in punctul O se
procedeaza ca in Fig.11.15: cu varful compasului in O se traseaza un arc de
cerc (oarecare) care intersecteaza dreapta (4) in punctele 4 si B, dupa care
cu o razd mai mare decat OA4 (sau OB) se traseazd din punctul A4 si
respectiv B arce de cerc care se intersecteaza in punctul P. Se uneste
punctul P cu O obtinandu-se segmentul de dreaptd OP perpendicular pe

dreapta (4) in punctul O.
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(A) A 7

o

Fig. 11.15

11.3.3.2 Perpendiculara dintr-un punct exterior pe o dreapta

Pentru trasarea unei perpendiculare dintr-un punct O (exterior
dreptei) pe dreapta (4) se procedeaza ca in Fig.11.16: cu varful compasului
in O se traseazd un arc de cerc (oarecare) care intersecteaza dreapta (4) in
punctele 4 si B, dupd care cu razd oarecare (mai mare decat jumadtatea
distantei dintrea 4 si B) se traseaza din punctul A4 si respectiv B arce de
cerc care se intersecteaza de o parte si de alta a dreptei (4) in punctele C si
D. Unind punctele C si D se obtine perpendiculara pe dreapta (4) care

trece prin punctul O exterior dreptei.

0
C

A A B

D Fig. 11.16

11.3.3.3 Perpendiculara la capitul dreptei

Pentru trasarea unei perpendiculare in punctul A4 situat Ia
extremitatea dreptei (4) se procedeaza ca in Fig.11.17: cu varful

compasului in punctul (oarecare) C exterior dreptei (4) se traseaza un arc
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de cerc care trece prin punctul 4 si intersecteaza dreapta (4) in punctul B,
dupa care se uneste punctul B cu C si se prelungeste pand intersecteaza
cercul in punctul D. Unind punctele D si 4 se obtine perpendiculara la

capatul dreptei (4).

D
C
B (A)
A Fig. 11.17

11.3.3.4 Perpendiculara dintr-un punct dat situat deasupra si in

afara dreptei
Pentru trasarea unei perpendiculare in punctul O situat deasupra si
inafara dreptei se procedeaza ca in Fig.11.18: se aleg doud puncte 4 si B
situate pe dreapta (4), iar cu varful compasului in aceste puncte se traseaza
arce de cerc ce trec prin punctul O de o parte si de alta a dreptei la
intersectia lor rezultdind punctul P. Unind punctele O si P se obtine

perpendiculara dintr-un punct dat situat deasupra si in afara dreptei.

0
< A B (A
P
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11.3.4 impﬁrgirea unui segment de dreapta

11.3.4.1 Determinarea mijlocului unui segment
Pentru determinarea mijlocului unui segment se procedeazd conform

Fig.11.19: din fiecare extremitate a segmentului (punctele A si B) se
traseazd cu aceeasi razd mai mare decat jumatatea segmentului cate un arc
de cerc care se intersecteaza in punctele O si P. Unind aceste puncte printr-
o dreaptd se obtine axa de simetrie (A’), care intersecteazi segmentul 4B

in punctul S care determind mijlocul segmentului.

(A)

(A) A B

P Fig. 11.19

Mediatoarea este dreapta care Tmparte un segment de dreaprd in

parti egale si este perpendiculara pe acesta.

11.3.4.2 impirﬁrea unui segment in mai multe pérti egale

Pentru a impirti un segment de dreapti 4B in cinci parti egale se
procedeazi ca in Fig.11.20: se traseaza prin punctul 4 o semidreapta
oarecare (4) pe care, cu ajutorul distantierului din trusa de compas, plecand
din acelasi punct, 4 se marcheaza cinci segmente egale: 4 — 1= [ -2= 2
—3=3-4= 4—C. Unind punctele B cu C iar prin punctele /, 2, 3, 4
ducand paralele la segmentul BC acestea intersecteazi segmentul 4B in

punctele a, b, ¢, d, puncte care impart segmentul 4B in cinci parti egale.
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Fig. 11.20

Constructie cu rigla si echerul, Fig.11.21: se traseazd prin punctul 4 o
semidreaptd oarecare (4) pe care cu ajutorul distantierului din trusa de
compas plecand din acelasi punct 4 se marcheaza cinci segmente egale: A
—1=1-2=2-3=3- 4=4-75; se unesc punctele 5 cu B, iar cu ajutorul
unei rigle si al unui echer se traseazd paralele la segmentul 5B prin
punctele /, 2, 3, 4, 5, prin traslatia echerului pe rigld intr-un singur sens
rezultdnd punctele 7°, 2°, 3°, 4’, 5 care impart segmentul 4B in cinci parti

egale.

Fig. 11.21

11.3.4.3 Reducerea unui segment de dreapta intr-un raport dat
Pentru reducerea unui segment de dreapti 4B intr-un raport dat de 3/4 se
procedeazd ca in Fig.11.22: se traseazd prin punctul 4 o semidreaptd
oarecare (A) pe care cu ajutorul distantierului din trusa de compas plecand
din acelasi punct A se marcheaza trei segmente egale: 4 — 1, 1 — 2, 2 - 3,
iar segmentul 4B se imparte in patru parti egale cu primele: 4 — 17, 1"~ 2",
2’—3’,3"—4’, 4" — B. Se uneste punctul 3 cu 4’ iar prin punctul B se duce

o paraleld la 34 care intersecteazi semidreapti (4) in punctul C.
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Segmentul AC reprezintd segmentul redus cu raportul 3/4 fatd de

segmentul 4B.

Fig. 11.22

11.3.44 impﬁrtirea unui segment de dreaptia 1in parti
proportionale cu doud segmente date
Pentru a imparti un segment de dreaptd AC in pirti proportionale cu
doud segmente date se procedeaza ca in Fig.11.23: se traseaza prin punctul
A o semidreapta oarecare (4) pe care se masoara din punctul A4 segmentele
s si u obtindndu-se extremititile lor in punctele B’ i C’. Unind punctele C’
cu C si ducind prin punctul B’ o paraleld la CC' care intersecteaza
segmentul AC in punctul B se obtine impirtirea acestui segment in

segmentele 4B si BC proportionale cu segmentele s repectiv w.

A B C  Fig.11.23

11.4. Plan. Semiplan
Planul notat cu [ P ] este suprafata care care contine odata cu doud
puncte oarecare ale sale, dreapta care trece prin aceste puncte, Fig.11.24;

planul este nemaérginit (nu are limite sau margini)
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In geometria euclidiana ((pland) Euclid — matematician grec, anul
300 i.c.) notiunile fundamentale sunt punctul, dreapta si planul care
reprezintd un cadru geometric fundamental mai larg fatd de care se fac
toate consideratiile geometrice.

Semiplanul este suprafata care care contine multimea nedivizibila a
punctelor situate de o parte a unei drepte din plan (Fig.11.25).

In cadrul geometriei in spatiu care este o subdiviziune a geometriei
euclidiene planul este unul din elementele de baza ale formelor
tridimensionale. In practici se folosesc portiuni plane ca suprafete ce
marginesc diferite forme geometrice.

Planul in spatiu se obtine prin rotirea unei drepte 4 in jurul unui
punct A al ei, astfel incat sa se sprijine pe a alta dreapta A4 care nu contine
pe 4 (Fig.11.26).

In practica pentru usurinta lucrului planul se considera delimitat sau
marginit.

Pozitia unui plan in spatiu este perfect determinata prin:

-odreapta A siun punct 4 care nu se giseste pe dreapt;

- doua drepte care se intersecteazi A si 4

- doud drepte paralele ( caz particular cand 4 || A

- trei puncte care nu se gasesc pe aceeasi dreapta ( 4 si doua puncte

ce determind pe 4 ).

[P]

()

Fig. 11.24 Fig. 11.25
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Fig. 11.26

11.5. Unghiuri

Se pot defini doua tipuri de unghiuri: - unghiul plan, Fig.11.27;

- unghiul in spatiu, Fig.11.28.

Unghiul (plan) este figura geometrica formatd din doud semidrepte
cu originea comuna si dintr-una din partile planului méarginita de ele.
Punctul comun formeazi varful unghiului O, iar semidreptele 04 si OB -
laturile lui, (Fig.11.27). Deschiderea unghiului notatd in grade ( [°) este
spatiul cuprins intre laturile acestuia.

=~
Y

(&)

0 A Fig. 11.27 Fig. 11.28
Punctul comun formeaza varful unghiului, 4, iar dreptele 4; si 4, —

laturile lui. Deschiderea unghiului masuratdi in grade ( [° ) este
reprezentatd de spatiul cuprins intre laturile unghiului. Se noteaza cu trei
litere ( 4 AOB ) astfel incat litera cu care s-a notat varful si fie la mijloc.

Unghiul in spatiu este determinat de doud semiplane (Fig.11.28).

11.5.1. Constructia unui unghi dat
Pentru trasarea unui unghi dat (27°) se procedeazi ca in Fig.11.29:

se alege un punct O reprezentdnd varful unghiului si un alt punct 4 care se
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uneste cu O, rezultdnd astfel una din laturile unghiului (ex: 04 = 100
mm.). In punctul 4 se ridicd o perpendiculard la 04 pe care se masoard
valoarea 4B = 04 x tg 27° =100 x 0,51 = 51. Unind punctul O cu punctul
Brezultd cea dea doua laturd a unghiului (OB); unghiul astfel format

( 4 AOB) este cel cautat.

100 xtg 27 = 51

17 o
OL 100 A

Fig. 11.29 Fig. 11.30

Constructia aproximativd - Metoda coardelor

Are la baza observatia ci pentru unghiuri de pana la 30° lungimea
corzii este cu suficientd aproximatie, proportionald cu valoarea unghiului
pe care 1l subantide; pe de alta parte coarda corespunzidtoare unghiului de
1° este egald cu 1/57 din valoarea razei invecinate. In concluzie pentru “n”
grade (n < 30") lungimea coardei are valoarea de n/57 din lungimea razei
(unde R = 57 mm.).

Pentru trasarea unghiului mai mic de 30° (de exemplu 17° conform
Fig.11.30) trasam un arc de cerc cu raza de 57 mm. pe care se alege un
punct 4. Cu varful compasului in 4 si cu o razi egala cu valoarea unghiului
pe care dorim sa 1l construim trasdm un arc de cerc care intersecteaza arcul
de cerc initial in punctul B. Unind centrul arcului de cerc initial cu raza de

57 mm. cu punctele 4 si B se obtine unghiul de 17° cautat £ AOB.

11.5.2. Constructia unui unghi oarecare egal cu un unghi dat
Metoda arcelor de cerc: pentru trasarea unui unghi oarecare egal cu

un unghi dat 4 AOB se procedeaza ca in Fig.11.31: cu varful compasului
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in punctul O si cu o raza oarecare R se intersecteaza semidreapta Ox in
punctul 4 iar semidreapta Oy in punctul B rezultdnd segmentele O4= OB.
Se alege punctul O’ si se traseazd o semidreapta oarecare O’x” dupd care
cu varful compasului in O’ si cu o razi egald cu 04 se descrie un arc de
cerc care intersecteaza semidreapta O x’ in punctul 4°. Din punctual A’ se
traseaza un arc de cerc cu raza egald cu 4B care intersecteazd primul cerc
in punctul B’. Unind punctul O’ cu B’ si prelungind constructia se obtine
semidreapta O’y astfel Incat unghiul 4 4’O’B’ astfel format este egal cu

unghiul oarecare £ AOB dat initial.

Fig. 11.31

Metoda paralelelor: pentru trasarea unui unghi oarecare egal cu un
unghi dat 4 AOB se procedeaza ca in Fig.11.32: prin punctul O’ se
traseazd paralele O’’A’" si O"’B’’ la segmentele de dreaptd OA si respectiv
OB, unghiul astfel format 4 4°’O’’B’’ este egal ca marime cu unghiul dat

initial 4 4O0B.

On

A Fig.11.32

Metoda perpendicularelor: pentru trasarea unui unghi oarecare egal

cu un unghi dat A AOB se procedeazda ca in Fig.11.33: se prelungesc
laturile OA4 si OB pana depasesc pozitia punctului O’, dupd care din

punctul O’ se coboard perpendiculare pe prelungirile laturilor O4 si OB
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ulterior rezultand unghiul £ 4°0O’B’ egal ca marime cu unghiul dat initial

A AOB.

" Fig. 1133

11.5.3 impﬁrgirea unghiului in doua parti egale
11.5.3.1 Constructia bisectoarei unui unghi cu ajutorul
compasului

Bisectoarea unui unghi este linia dreaptd OP care trece prin varful
unghiului 4 4OB=4 o si imparte spatiul cuprins intre laturi in doua spatii
egale, adicd imparte unghiul A o in doud unghiuri egale 4 a; = 4 a;

Pentru constructia bisectoarei unui unghi, A «, se procedeaza ca in
Fig.11.34: din punctul O se traseaza un arc de cerc cu o raza oarecare R si
care taie laturile unghiului in punctele 4 si B. Din aceste puncte cu o raza
oarecare R’ se traseazd arce de cerc in interiorul unghiului care se

intersecteaza in punctul P. Unind punctele O si P se obtine dreapta OP

care reprezintd bisectoarea unghiului a.

Fig. 11.34 Fig. 11.35
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11.5.3.2 impirtirea in doud pirti egale a unghiului al cirui varf
se situeazi in afara desenului

Pentru Tmpartirea in doud parti egale a unui unghi al cérui varf se
afla in afara desenului se procedeaza conforn Fig.11.35 astfel: fiind date
laturile D; si D, ale unghiului respectiv printr-un punct F situat pe dreapta
D, se traseaza paralela FR la latura D;; ca atare, aceastd paralela formeaza
cu latura D, un unghi egal cu unghiul dat. Cu varful compasului in punctul
F si cu o razd oarecare se descrie un arc de cerc care intersecteaza
semidreapta FR in punctul Q si latura D, in punctul N astfel incat coarda
NQ intersecteaza latura D; in punctul M. Se construieste mediatoarea AB a
segmentului MN care este in acelasi timp si bisectoarea unghiului dat

(unghiul dintre laturile D; si D).

11.5.4 Constructia unghiurilor cu valori consacrate:

15°, 30°, 45°, 60°, 75°, 90"

Constructia unghiului de 90’

Pentru constructia cu echerul unghiul de 90° se poate obtine prin
ridicarea unei perpendiculare pe o dreapta, deoarece in punctul de
intersectie al perpendicularei cu aceea dreapta se formeaza unghiuri drepte,
adicd unghiuri a cror valoare este de 90°. Pentru aceasta se aseaza echerul
(avand catetele neegale) cu cateta mica suprapusd pe o rigla urmand sa
trasdm o dreaptd de-a lungul ipotenuzei echerului si o altd dreaptd de-a
lungul riglei, conform Fig.11.36.

Pentru constructia cu compasul unghiul de 90° se poate obtine prin

trasarea mediatoarei conform paragrafului 11.2.4.1.
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N

| [ Fig. 11.36

Constructia unghiului de 60’

Pentru constructia cu echerul (avand catetele neegale) conform
Fig.11.37, acesta se ageaza cu cateta mica suprapusd pe o rigld urmand sa
trasdm o dreaptd de-a lungul ipotenuzei echerului si o altd dreaptd de-a
lungul riglei. Unghiul mai mic de 90° format de cele doua drepte este
unghiul de 60°.

Pentru constructia cu compasul conform Fig.11.38 din punctele 4 si B ale
unui segment de dreaptd se traseaza arcele oarecare de cerc / respectiv 2
care se intersecteaza in punctul O.

Unind punctul O cu punctul 4 se obtine unghiul de 60°.
0

60

| Fig.11.37 A B Fig. 11.38

Constructia unghiului de 30°

Pentru constructia cu echerul (avand catetele neegale) conform
Fig.11.39, acesta se aseaza cu latura mare suprapusa pe o rigla urmand sa
trasaim o dreaptd de-a lungul ipotenuzei echerului si o altd dreaptd de-a
lungul riglei. Unghiul mai mic de 90° format de cele doua drepte este

unghiul de 30°.
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Constructie prin ridicarea perpendicularei din vérful unghiului de 60°
Conform Fig.11.40 dupa ridicarea perpendicularei din varful
unghiului de 60° se face diferenta: 90° - 60° = 30°, acesta fiind unghiul
cautat.
Constructie prin ridicarea bisectoarei unghiului de 60°

Conform Fig.41 si a descrierii din paragraful 11.5.3 se construieste

bisectoarea unghiului de 60°, rezultand astfel unghiul de 30°.

gd o
0

30
| A B

Fig. 11.39 Fig. 11.40 Fig. 11.41

Constructie prin impdrtirea unghiului drept ( 90°) in trei parti egale
Pentru constructie, conform Fig.11.42, cu varful compasului in
punctul O si cu o razd oarecare se traseaza un arc de cerc care intersecteaza
laturile unghiului £ POR = 90° in punctele 4 si B, dupa care cu aceeasi
raza si succesiv se descriu doua arce de cerc care intersecteaza arcul AB in
punctele C si respectiv D. Unind punctul O cu punctele C si D rezulta

semidreptele OC si OD care impart unghiul drept £ POR in trei unghiuri

egale.
Ro
A+ D
i o’ C
L\ DY 0 /A
0 B P  Fig. 11.42 Fig. 11.43

138



Constructia unghiurilor de 3 0°, 60° 5i 90° cu vérfurile pe cerc

Pentru constructia cu compasul a unghiurilor de 30°, 60° si 90° se
procedeazd conforn Fig.11.43: se traseazd un cerc cu raza oarecare R pe
care se alege un punct 4; din acest punct se traseaza pe circumferinta
cercului de trei ori valoarea razei rezultand punctele B, C si D.

Unind punctul 4 cu D rezultd diametrul cercului, iar unind punctul B cu
punctele 4 si D se obtin unghiurile de 30°, 60° si 90° astfel; £ ADB = 30’
A DAB = 60" iar £A4BD = 90".

Constructia unghiului de 45’

Pentru constructia cu echerul (avand catetele egale si doud unghiuri
de 45°) conform Fig.11.44, acesta se aseaza cu una din catete pe o rigla
urmand sd trasam o dreaptd de-a lungul ipotenuzei echerului si o altd
dreaptd de-a lungul riglei. Unghiul astfel format, mai mic de 90°, este
unghiul ciutat de 45°.

Pentru constructia cu compasul unghiul de 45° rezulta si in urma

constructiei bisectoarei unghiului de 90°.

50

N

Fig.11.44 Fig. 11.45

Constructia unghiului de 75’

Pentru constructia cu echerul conform Fig.11.45 se folosesc doud
echere, unul avand catetele egale ( cu unghiurile ascutite de 45°) si un altul
avand catetele neegale (cu unghiurile ascutite de 30° si respectiv 60°).
Echerul oarecare se ageaza cu cateta mai mare suprapusi pe o rigla iar pe

ipotenuza acestuia se suprapune ipotenuza echerului isoscel urmand sa
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trasdm o dreaptd de-a lungul catetei echerului isoscel si o altd dreapta de-a
lungul riglei. Unghiul mai mic de 90° astfel format este unhiul cautat cu

valoarea de: 30° + 45°=75°,

Constructia unghiului de 15’

Pentru constructia cu compasul se traseaza bisectoarea unghiului de
30°.

Pentru constructia cu echerul conform Fig.11.46 se folosesc doud
echere, unul avand catetele egale si unghiurile ascutite de cate 45° iar altul
cu catetele neegale si unghiurile ascutite de 30° si respectiv 60°. Echerul
oarecare se ageaza cu cateta mare suprapusa pe o rigla dupa care echerul
isoscel se ageaza cu ipotenuza suprapusa pe ipotenuza echerului oarecare .
Unghiul format de catetele celor doua echere are valoarea: 30° + 45° = 75°,
iar prin ridicarea unei perpendiculare la dreapta si facand diferenta 90° —

75° = 15° rezultd unghiul cautat.

Fig. 11.46

11.5.5. Constructia unghiurilor ca sumi sau diferentd de
unghiuri
Se pot trasa sau construi o serie se alte unghiuri ca suma sau ca

diferenta de unghiuri.
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15.5.5.1 Constructia unui unghi ca sumé a doui unghiuri

Pentru constructia unghiului £ 40D = 6 din Fig.11.49 ca suma a
unghiurilor 4 AOB= o (Fig.11.48) si 4COD = p (Fig.11.47) se
procedeaza prin suprapunerea laturii OC a unghiului 4 COD peste latura

OB aunghiului 4 AOB.

D
D
B B=C
/ A
B o o
0 c O A 0 A

Fig. 11.47 Fig. 11.48 Fig. 11.49

11.5.5.2 Constructia unui unghi ca diferenta a doua unghiuri

Pentru constructia unghiului 4 BOD = 6 din Fig.11.52 ca diferenta a
unghiurilor £COD = f (Fig.11.50) si £40B= a (Fig.11.51) se procedeaza
prin suprapunerea laturii OC a unghiului £COD peste latura O4 a
unghiului £ AOB.

D D
/ :
0 B -0 o . 0 2 —

Fig. 11.50 Fig. 11,51 Fig. 11.52

11.5.5.3 Impirtirea unghiului intr-un numér oarecare de pirti
egale
Pentru a imparti un unghi oarecare A AOB intr-un numar oarecare

de parti egale se procedeaza conform Fig.11.53: cu centrul in varful O si cu
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o0 razd oarecare se descrie semicercul A4BA;, iar cu centrele in punctele 4 si
A;, cu raza AA; se descriu doud arce de cerc care se intersecteazd in
punctul C. Dreapta BC intersecteaza latura OA in punctul D. Segmentul
AD se imparte intr-un numar de parti egale (spre exemplu in 7 parti egale).
Dreptele ce unesc punctul C cu punctele 7, 2, 3, 4, 5, 6, se prelungesc pana
ce intersecteaza semicercul ABA; in punctele a, b, ¢, d, e, f'si care unite cu

varful O impart unghiul oarecare 4 AOB in sapte parti egale.

Fig. 11.53

11.5.6. Constructia unei drepte cu o inclinatie data fati de o alta
dreapta
Pentru constructia unei drepte (D) cu o inclinatie data (/:4) fatd de
o altd dreapta (D;) comform Fig.11.54 se procedeaza astfel: pe dreapta D,
se alege un punct O din care se traseazd patru segmente egale unul 1n
prelungirea celuilalt rezultand punctul 4. Din acest punct se ridica o
perpendiculard pe care se traseazd un segment egal cu cel initial rezultand
punctul B. Unind punctul O cu punctul B si prelungind constructia rezulta

dreapta cautata D, a cérei inclinatie fata de dreaptd D; este de /:4.
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1 2 3 A Fig. 11.54

11.5.7 Constructia unghiului de 180’

Pentru constructia unghiului de 180° se alege un punct oarecare O,
care reprezinta varful unghiului 4 4OB, pe dreapta 4B conform Fig.11.55.
Constructia se demonstreaza prin ridicarea perpendicularei D; in punctul O

si insumarea celor doua unghiuri de 90° (Fig.11.56).

Dy
180"
0
180 . 90"96’
A 0 B A 0 B
Fig. 11.55 Fig. 11.56

11.5.8 Constructia unghiului de 360"
Pentru constructia unghiului de 360° conform Fig.11.57 se
procedeaza la constructia unui cerc cu centrul in O si de razd oarecare

R = 04 incepand din punctul 4.

Fig. 11.57
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12. CERCUL

Cercul este locul geometric al tuturor punctelor din plan care se
gasesc la o distanta constanta de un punct fix.

Aceasta linie curbd inchisd se mai numeste si circumferintd,
notiunea de cerc deosebindu-se de notiunea de suprsfatd a cercului.

Locul geometric este curba sau suprafata ale caror puncte au toate

aceeasi proprietate geometricd, definite de anumite relatii matematice.

12.1 Elementele cercului

Elementele cercului conform figurilor 12.1, 12.2, 12.3 si 12.4 sunt
urmatoarele:

Centrul cercului ( O ) este punctul fix egal departat de toate
punctele cercului.

Raza cercului este oricare segment de dreaptd care uneste centrul
cercului cu un punct de pe cerc.
Secanta cercului este oricare dreapta care uneste doua puncte de pe cerc.

Coarda cercului este oricare segment de dreaptd care uneste doud
puncte de pe cerc.

Diametrul cercului este coarda care trece prin centrul cercului (cu
cea mai mare valoare).

Tangenta cercului este dreapta care are un singur punct comun cu cercul.

Secanta

Perimetru

Suprafata
cercului

Rozd

Tangenta

Cerc (circumferinta) T

Fig. 12.1 Fig. 12.2
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Unghiul ( inscris ) in cerc este unghiul care are varful pe cerc si
laturile secante ale cercului.

Unghiul la centru ( unghiul cu varful in centrul cercului) este
unghiul care are varful in centrul cercului si laturile raze ale cercului.

Arcul de cerc este partea de pe cerc (circumferintd) care este
delimitata de un unghi la centru.

Sectorul circular este partea din suprafata cercului delimitatd de
doua raze si un arc de cerc.

Segmentul de cerc este partea din suprafata cercului delimitatd de

un arc si coarda corespunzatoare lui.

S Sector circular
Unghi inscris

Segment

Arc de cerc circular

Fig. 12.3 Fig. 12.4

12.2. Constructia grafici a cercului

Constructia graficd a cercului este determinatd de elementele date
ale cercului:

- pozitia centrului si raza sau diametrul cercului;

- doua puncte situate pe cerc si raza cercului;

- trei puncte situate pe cerc.

12.2.1 Constructia cercului cind se cunosc pozitia centrului si

raza
Pentru constructia cercului cand se cunosc pozitia centrului si raza

se procedeaza conform Fig.12.5: cu varful compasului in centrul cercului
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O de pozitie data (se cunosc coordonatele cercului) si cu deschiderea egala
curaza R (data ca valoare) se traseaza cercul cautat.
12.2.2 Constructia cercului cind se cunosc doué puncte situate pe
cerc si raza

Pentru constructia cercului cand se cunosc doud puncte situate pe
cerc si raza se procedeaza conform Fig.12.6: cu centrul in punctele date 4
si B si cu raza R cunoscuta ca valoare se descriu doua arce de cerc care se
intersecteaza in punctul O numit centrul cercului. in continuare cu vérful
compasului in centrul cercului O si cu deschiderea egala cu raza R (data ca
valoare) se traseaza cercul cautat.

Observatie: in cazul in care punctele A4 si B sunt situate pe o coardd
se obtin doua solutii: - doud cercuri fiecare cu centrul opus fata de coarda;

- un singur cerc atunci cand punctele 4 si B sunt situate diametral

opus.

Fig. 12.5 Fig. 12.6
12.2.3 Constructia cercurilor care trec prin doua puncte
Pentru constructia cercurilor care trec prin doud puncte se
procedeazd conform Fig.12.7: se unesc punctele date 4 si B rezultand
segmentul de dreaptd 4B prin mijlocul cdruia (punctul O) se ridicd o
perpendiculard pe care se ia un punct C pentru delimitarea lungimii
acesteia. In continuare pe dreapta OC se alege O; centrul cercului, iar cu

raza 0,4 sau OB se traseazi cercul de razi R,. Pe aceeasi dreapti OC se
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alege O, centrul cercului, iar cu raza 0,4 sau O,B se traseaza cercul de

razd R;; continuand rationamentul rezulta ca prin doua puncte date se pot

duce o infinitate de cercuri.

Ry

L —

[}

V”

Fig. 12.7 Fig. 12.8

12.2.4 Constructia cercului care trece prin trei puncte necoliniare
Pentru constructia cercului care trece prin trei puncte necoliniare se
procedeaza conform Fig.12.8: se unesc cele trei puncte cunoscute 4, cu B
si C, iar pe segmentele 4B si AC astfel obtinute se ridicd mediatoarele lor
care se intdlnesc in punctul O numit centrul cercului. Din punctul O cu

raza OA se traseaza cercul cautat.

12.3 Determinarea grafica a unora din elementele cercului

12.3.1 Determinarea centrului unui cerc dat

Pentru determinarea centrului unui cerc dat se procedeaza conform
Fig.12.9: se traseaza doud coarde AB si CD cu recomandarea ca marimea
unghiului format prin prelungirea lor sa fie cit mai apropiata de 90°, dupa
care se traseazd mediatoarele lor EF si GH. Punctul de intersectie O al

mediatoarelor reprezinta centrul cercului cautat.
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Fig. 12.10

12.3.2 Determinarea centrului unui cerc ciand se da arcul AB

Pentru determinarea centrului unui cerc cand se da arcul AB se
procedeaza conform Fig.12.10: se trasecaza doud coarde AC si CB cu
recomandarea ca marimea unghiului format de ele sa fie cat mai apropiata
de 90°, dupa care se traseazi mediatoarele lor prin punctele E si F. Punctul

de intersectie O al mediatoarelor este centrul cercului cautat.

12.3.3 Determinarea arcului de cerc cu centrul in afara planului
de lucru cunoscind o coarda si sageata

Pentru determinarea unui arc de cerc de raza mare al cérui centru se
afla inafara planului de lucru (foii de hartie) cunoscand o coarda AB si
sdgeata CD se procedeaza conform Fig.12.11: se unesc punctele 4 si B cu
C dupa care se traseaza doud arce de cerc de raza oarexare R, dar mai mica
decat AC, din punctele 4 si B. Pe aceste arce se iau diviziuni egale astfel:
se imparte arcul cuprins intre AC si AD in patru parti egale rezultdnd
punctele /, 2 si 3 dupa care pe celdlalt arc de cerc nafara dreptei CB se ia
trei arce de cerc egale unul in prelungirea celuilalt rezultdnd punctele 7, 2
si 3. Se uneste punctul 4 cu punctele /, 2 si 3, iar punctul B cu punctele /

2 si 3, dupa care aceste semidrepte se prelungesc pana se intersecteaza
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rezultand punctele £, F' si G. Unind punctele C, E, F si G printr-o linie
curba continua obtinem arcul de cerc cautat.

Metoda a-Il-a de determinare a unui arc de cerc de raza mare al
carui centru se afla inafara planului cunoscand o coarda 4B si sageata CD
constd conform Fig.12.12 in: constructia dreptei BH perpendiculard pe CB
dupa care segmentul DB (este jumatatea corzii AB) si CH se imparte in
acelasi numar de parti egale (ex: 4 parti egale) rezultand punctele 7, 2 si 3
(4=B)si 1, 2 si 3 (4 =H) care se unesc intre ele doua cate doua / cu I, 2
cu?2'si 3cu 3. in continuare se ridici o perpendiculara din B pe CH si se
imparte in patru parti egale rezultand punctele a, b, ¢ si d care se unesc cu
punctul C; la intersectia acestor drepte (Ca, Ch, Cc) cu dreptele 11, 22 si
33 rezulta punctele E, F si G. Unind punctele C, E, F'si G printr-o linie

curba continud obtinem arcul de cerc cautat.

A D | B Fig.12.11

o—

A

Fig. 12.12
12.3.4 Determinarea lungimii unui semicerc
Pentru determinarea lungimii unui semicerc se procedeaza conform
Fig.12.13: se duc doua diametre perpendiculare AB si DE dupa care cercul
se intersecteaza in punctul F cu un arc de cerc cu centrul in punctul D si cu

raza egala cu cea a cercului dat. In continuare se duce tangenta AG la cerc
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in punctul 4, dupa care se uneste centrul cercului O cu punctul F si se
prelungeste dreapta pand intersecteaza tangenta in punctul C. Din acest
punct se ia pe tangentd un segment egal cu de trei ori raza cercului dat
rezultand punctul H care se uneste cu punctul B. Segmentul HB este egal
cu mR (jumatatea lungimii cercului dat) ceea ce reprezintd valoarea

semicercului ciutat.

Fig. 12.13 Fig. 12.14

12.3.5 Determinarea sagetii cind se cunoaste coarda si un punct

de pe cerc

Pentru determinarea sagetii cand se cunoaste coarda AB si un punct
E de pe cerc (al carui centru se afld inafara planului) se procedeaza
conform Fig.12.14: se uneste punctul £ cu A si B dupa care se ia pe AE
segmentul EF = EB.

Se uneste punctul F cu punctul B si se obtine o = A EBF. in
continuare se construieste pe latura 4B unghiul 4 ABC = o = a4, iar din
punctul D care se gaseste la jumatatea coardei AB se ridica perpendiculara
DC. Prin intersectia perpendicularei DC cu BC se obtine punctul C astfel
incat segmentul DC va fi sdgeata cautata pentru arcul ACB.

12.3.6 Determinarea lungimii unui arc oarecare AB al unui cerc

deraza R
Pentru determinarea lungimii unui arc oarecare 4B al unui cerc de

razd R se procedeazd conform Fig.12.15: prin punctele 4 si B ale arcului de
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cerc AB se duce coarda AB subantinsa arcului. Se determind punctul D ca
mijlocul segmentului 4B dupa care se uneste cu centrul cercului O si se
prelungeste pana intersecteaza arcul 4B in punctul C punct prin care se
duce tangenta la cerc. Pe prelungirea dreptei OC se ia din punctul C de trei
ori lungimea razei R pana in punctul O,. In continuare se duc dreptele A0
si BO; care determind pe tangentd segmentul EF care are o lungime
aproximativ egald cu lungimea arcului de cerc 4B. Constructia este

suficient de exactd pentru arce de cerc cu unghiul la centru p pana la 80°.

)

0,
0
Q i\/
]
A D B
E

F Ic

Fig. 12.15

124 imp{lrﬁrea cercului in parti egale

12.4.1 impirtirea cercului in doua, in patru si in opt parti egale

Pentru Tmpértirea unui cerc in doud parti egale conform Fig.12.16
este suficient sd construim diametul cercului 4B.

Pentru impartirea unui cerc in patru pdrti egale conform Fig.12.17
se vor construi doud diametre perpendiculare intre ele.

La impartirea unui cerc in opt pdrti egale conform Fig.12.18 dupa
constructia celor doud diametre perpendiculare din punctele 4, C, E si G cu
o raza oarecare R se descriu arce de cerc care se intersecteaza in punctele 7,
K, L si M. Unind punctele / cu L si K cu M se obtine a doua pereche de

diametre perpendiculare care impart cercul in opt parti egale.
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Fig. 12.16 Fig. 12.17 Fig. 12.18

12.4.2 impirtirea cercului in trei, in sase si in douisprezece

parti egale

Pentru impartirea cercului in rei pdrti egale se procedeaza conform
Fig.12.19: se traseaza diametrul cercului 4B, dupa care din punctul 4 cu
raza R egala cu raza cercului se duc doud arce de cerc de o parte si de alta a
punctului 4 pana intersecteaza cercul in punctele C si D. Punctele 4, C si
D impart cercul dat de raza R in trei parti egale.

Pentru impartirea cercului in sase parti egale se procedeaza
conform Fig.12.20: se traseazd diametrul cercului AB, dupid care din
punctele 4 si B cu raza R egala cu raza cercului se duc arce de cerc de o
parte si de alta a punctelor 4 si B pana intersecteaza cercul in punctele C,
D, E si F. Punctele 4, B, C, D, E si F impart cercul dat de raza R in sase
parti egale.

Pentru impartirea cercului in doudsprezece pdrti egale se procedeaza
conform Fig.12.21: pornind de la constructia anterioard se impart arcele
AE, AF, BC si BD in cate doua parti egale. Pentru arcul AF se procedeaza
astfel: din punctele 4 si F cu o razi oarecare R < AF se duc arce de cerc
care se intersecteaza in punctul /. Unind punctul / cucentrul cercului O
printr-o dreaptd aceasta intersecteaza cercul in punctul 2, punct care

imparte arcul de cerc AF in doua parti egale. Procedand similar si pentru
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arcele de cerc FD, DB, BC, CE, si EA se obtin punctele de pe cerc 4, 6, §,
10 si 12. Renumerotand punctele 4, F, D, B, Csi Ecu l, 3,5, 7, 9si 11
obtinem punctele pe cerc /, 2, 3, ..... 12 puncte care impart cercul dat de

raza R in douasprezece parti egale.

B 1
Fig. 12.19 Fig. 12.20 Fig. 12.21

12.4.3 impirtirea cercului in cinci si in zece parti egale

Pentru impartirea cercului in cinci pdrti egale se procedeaza
conform Fig.12.22: se traseazd doud diametre perpendiculare 4B si CD
dupa care se determind punctul £ ca mijlocul razei (mijlocul segmentului
OB). In continuare cu vérful compasului in punctul £ si cu o razi egala ca
valoare cu segmentul EFC se traseazd un arc de cerc care intersecteaza
diametrul 4B in punctul F. Segmentul CF este egal cu coarda care
subantinde arcul cautat; acest segment se ia de cinci ori pe cerc, unul in
preluhgirea celuilalt, rezultand punctele 7, 2, 3, 4 si 5 puncte care impart
cercul dat in cinci parti egale.

Pentru impartirea cercului in zece pdrti egale se procedeaza conform
Fig.12.23: se porneste de la constructia anterioara (impartirea cercului in
cinci parti egale — Fig.12.22) unde s-a obtinut segmentul OF. Acest
segment se ia de zece ori pe cerc, unul in prelungirea celuilat, rezultdnd

punctele 7, 2, 3, .... 10 puncte care impart cercul dat in zece parti egale.
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Fig. 12.22 Fig. 12.23

12.4.4 impﬁrtirea cercului in sapte parti egale

Pentru impartirea cercului in gsapte pdrti egale se procedeazi
conform Fig.12.24: se traseazd diametrul 4B, dupda care cu varful
compasului in punctul B si cu o razi egala cu raza cercului R se traseaza un
arc de cerc care intersecteaza cercul in punctele C si D. Unind punctele C
si D cu un segment, acesta intersecteaza raza OB in punctul £. Segmentul
CE se ia de sapte ori pe cerc, unul in prelungirea celuilat, rezultdnd

punctele /, 2, 3, .... 7 puncte care Tmpart cercul dat 1n sapte parti egale.

Fig. 12.24 Fig. 12.25
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12.4.5 impirtirea cercului in nous si in dousizeci de parti egale

Pentru impartirea cercului in noua parti egale se procedeaza
conform Fig.12.25: se traseazd doud diametre perpendiculare AB si CD
dupa care cu varful compasului in punctul D si cu o razd egald cu raza
cercului R se traseaza un arc de cerc care intersecteaza cercul in punctele £
si F. In continuare cu centrul in punctul C si cu raza CF se descrie un arc
de cerc care intersecteaza prelungirea diametrului 4B in punctul G, dupa
care din acest punct cu raza CG se duce un alt arc de cerc care
intersecteaza diametrul AB in interiorul cercului in punctul H. Segmentul
AH este egal cu coarda care subantinde arcul cautat; acest segment se ia de
noud ori pe cerc, unul in preluhgirea celuilalt, rezultand punctele /, 2, 3, 4
.... 9 puncte care impart cercul dat in noua parti egale.

Pentru impartirea cercului in doudzeci de parti egale se procedeaza
conform Fig.12.25: se porneste de la constructia anterioard (impartirea
cercului In noud parti egale) unde s-a obtinut segmentul OH. Acest
segment se ia de doudzeci de ori pe cerc, unul in prelungirea celuilat,
rezultand punctele /, 2, 3, .... 20 puncte care impart cercul dat in doudzeci

de parti egale.

12.4.6 impirtirea cercului intr-un numaér oarecare de parti
egale
Pentru impartirea cercului in intr-un numadr oarecare de pdrti egale
se procedeaza conform Fig.12.26: se considerd spre exemplificare un
numar de unsprezece parti. Se traseaza diametrul AB care se imparte in
unsprezece parti egale ( punctele /, 2, 3, 4 .... 11 ) dupa care din punctele 4
si B se duc doud arce de cerc, cu raza egala ca valoare cu diametrul 4B,
care se intersecteaza in punctele C si D. Din punctele C si D de duc drepte

prin diviziunile cu numér par (sau impar) ale diametrului 4B péana
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intersecteaza cercul in punctele 77, 2°, 3°, 4°, 5°...11°. Aceste puncte impart

cercul dat intr-un numar (in exemplul aratat de 11 parti) de parti egale.

Fig. 12.26

12.5 Tangenta. Cercuri tangente

12.5.1 Tangenta la cerc

Tangenta la un cerc (in oricare punct al cercului) este
perpendiculara pe razi care trece prin acel punct (Fig.12.27).

Tangenta la un cerc se mai poate defini si ca pozitia limitd a unei
secante care trece prin doud puncte ale unei curbe atunci cand secanta se
roteste si cele doud puncte se confunda.

Constructia cu echerul a tangentei la cerc consta conform Fig.12.28
in agezarea echerului cu latura cea mai mare pe o rigla astfel incat una din
laturile echerului care formeazd unghiul drept sd treacd prin centrul
cercului dat, dupa care echerul se translateaza de-a lungul riglei pana cand
cea de a doua laturd a echerului care formeaza unghiul drept intersecteaza
cercul intr-un singur punct ( 7). Linia trasatd de-a lungul acestei laturi a

echerului este tangenta la cerc cautata.
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Tangenta

B

Fig. 12.27 Fig. 12.28

12.5.2 Tangenta dintr-un punct exterior la cerc

Pentru constructia tangentei dintr-un punct exterior la cerc se
procedeazd conform Fig.12.29: din punctul O, exterior cercului dat cu
centrul O se duce o dreapti care uneste aceste doua puncte. In continuare
se determind punctul O; situat la jumatatea segmentului OO,, dupa care se
traseazd un cerc cu centrul in punctul O; cu raza R = 0;0, care
intersecteaza cercul dat initial in punctele 7 si 7. Unind aceste puncte cu
punctul O, se obtin tangentele la cerc O,T si O,T ciutate.

Constructia cu echerul a tangentei dintr-un punct exterior la cerc
consta conform Fig.12.30 in agezarea echerului cu latura cea mai mare pe o
rigla care uneste centrul cercului O cu punctul exterior cercului O, astfel
incat una din laturile echerului care formeaza unghiul drept sa treaca prin
centrul cercului dat, dupa care echerul se translateaza de-a lungul riglei
pana cand cea de a doua laturd a echerului care formeaza unghiul drept
trece prin punctul O, si intersecteaza cercul intr-un singur punct ( 7°). Linia
trasatd de-a lungul acestei laturi a echerului este tangenta dintr-un punct

exterior la cerc cautata.
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Tangenta

Fig. 12.29 Fig. 12.30

Dreapta (OO,) care uneste centrul cercului (O) cu un punct exterior
acestuia (O,) din care sunt duse tangente la cerc imparte unghiul format de
acestea in doud parti egale (Fig.88).

Coarda ( TT ) care uneste punctele de tangentd ( 7 si T ) la
intersectia (O;) cu dreapta OO, formeaza un unghi drept (Fig.12.31).

Fig. 12.31 Fig. 12.32

12.5.3 Tangente exterioare la doua cercuri

Pentru constructia tangentelor exterioare la doud cercuri date de raza
r si R conforn Fig.12.32 se procedeaza astfel: din centrul O cuoraza R —r
se traseazd un cerc ajutitor si se construiesc tangentele din O la acest cerc
in punctele C si D. In continuare se duc paralele la distanta  la aceste

tangente ( A4 si BB’ ); acestea sunt tangentele exterioare la cercurile date.
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12.5.4 Tangente interioare la doui cercuri

Pentru constructia tangentelor interioare la doud cercuri date de raza
r s1 R conforn Fig.12.33 se procedeazd astfel: din centrul O cuorazd R + r
se traseaza un cerc ajutitor si se construiesc tangentele din O la acest cerc
in punctele C si D. In continuare se construiesc paralele la distanta » la
aceste tangente ( A4 si BB’); acestea sunt tangentele interioare la cercurile
date.

Constructia cu echerul a tangentelor interiore la doud cercuri
consta conform Fig.12.34 in agezarea echerului cu latura cea mai mare pe o
rigld care uneste centrele cercurilor ( O si O”) astfel incat una din laturile
echerului care formeaza unghiul drept sa treaca prin centrul O. In locul in
care aceastd laturd a echerului intersecteaza cercul (cu centrul in O) se
marcheazi punctul 4. In continuare se translateazi echerul de-a lungul
riglei pana cand aceeasi laturd a echerului trece prin centrul celui de al
doilea cerc (O) si se marcheaza locul unde aceasta intersecteazi cercul
prin punctul 4 . Unind punctele 4 cu 4 se obtine tangenta interioari la cele

douad cercuri.

Fig. 12.33 Fig. 12.34
12.5.5 Cercuri tangente interior

Pentru constructia a doud cercuri tangente interioare date de raza R;

si R, conform Fig.12.35 se procedeazi astfel: se ia o dreaptd pe care se
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pozitioneaza centrul O;; din acest punct cu raza R, se traseaza un cerc care
intersecteaza dreapta initiald in punctul 7. Pe aceeasi dreapta si de aceeasi
parte a punctului 7 se masoard raza R, obtindndu-se centrul celui de al
doilea cerc ( O, ). Din acest punct se traseaza un cerc cu raza R, care se
intersecteaza cu primul cerc intr-un singur punct ( 7') care este punctul de
tangenta.

Dacd din punctul 7 se ridicd o perpendiculard pe dreapta O,T se

obtine tangenta comuna la cele doua cercuri.

R1 R1
ﬂ .——R—Qq Tongen‘[g
Ri T N
O1
Fig. 12.35 Fig. 12.36

12.5.6 Cercuri tangente exterior

Pentru constructia a doud cercuri tangente exterior date de raza R; si
R, conform Fig.12.36 se procedeazd astfel: se ia o dreaptd pe care se
pozitioneaza centrul O;; din acest punct cu raza R, se traseaza un cerc care
intersecteazd dreapta initiala in punctul 7. Pe aceeasi dreaptd dar de
cealaltd parte a punctului 7' se masoara raza R, obtindndu-se centrul celui
de al doilea cerc (O;). Din acest punct se traseazad un cerc cu raza R, care
se intersecteazd cu primul cerc intr-un singur punct ( 7') care este punctul

de tangenta.
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Dacd din punctul 7 se ridica o perpendiculard pe dreapta O,;0; se

obtine tangenta comuna la cele doua cercuri.

12.6 Cercuri concentrice

12.6.1 Cercuri concentrice interior

Pentru constructia unui cerc concentric interior cu cerc dat conform
Fig.12.37 se procedeaza astfel: la cercul dat de raza R si cu centrul in
punctul O se construiesc mai multe cercuri de raza » < R tangente interior
la cercul dat. Unind centrele cercurilor de raza » se obtine cercul cu centrul
in O de razéa R — r concentric interior cu cercul dat.

12.6.2 Cercuri concentrice exterior

Pentru constructia unui cerc concentric exterior cu cerc dat conform
Fig.12.38 se procedeaza astfel: la cercul dat de raza R si cu centrul in
punctul O se construiesc mai multe cercuri de razd » < R tangente exterior
la cercul dat. Unind centrele cercurilor de raza » se obtine cercul cu centrul

in O de raza R + r concentric interior cu cercul dat.

Fig. 12.37 Fig. 12.38
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13. RACORDARI

Racordarea este operatia de legatura prin intermediul a unu sau
douai arce de cerc intre: doua linii, o linie si un cerc, doud cercuri.

Racordarea este operatia prin care doua linii dintr-un plan sunt unite
printr-un arc de curba tangent la fiecare dintre cele doua linii [20].

Racordérile au la baza constructiilor geometrice urmatoarea
proprietate pe care o are tangenta comund la doud cercuri tangente:
tangenta este perpendiculard pe razele celor doud cercuri in punctul de
contact, respectiv pe dreapta care uneste centrele lor.

Regulile racorddrilor:

e La racordarea unei drepte cu un arc de cerc, punctul de
racordare T se gdseste la intersectia perpendicularei trasate
din centrul cercului pe dreapta respectivd conform Fig.13.1;

e La racordarea a doud cercuri sau arce de cerc, punctul de
racordare T se gdseste pe dreapta care uneste centrele celor

doud cercuri conform Fig.13.2.

Fig. 13.1 Fig. 13.2
13.1 Elementele racordarii

Elementele racordarii conform Fig.13.2 sunt:

o Centrul de racordare ( O ) este centrul arcului de racordare;

e Punctul de racordare ( A ) este punctul de contact intre elementele

ce se racordeaza;
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o Arcul de racordare ( AB) este arcul de cerc cu care se executd

racordarea.
Centru de
A 0 racordare
/\
Alcde _—
racordare

B wnc‘r de racordare Fig. 13.3

13.2 Racordarea a doua drepte

13.2.1 Racordarea a doui drepte cu un arc de cerc de raza data

13.2.1.1 Metoda paralelelor

Pentru racordarea a doua drepte (4,) si (4,) cu un arc de racordare de
razd datd R conform Fig.13.4 se procedeazid astfel: se traseazia cate o
paralela la dreptele (4;) si (4,), la o distanta R, la intersectia lor
determinandu-se centrul de racordare O din care se ridicd céte o
perpendiculard pe cele doud drepte pe care le intersecteaza in punctele A4
respectiv. B rezultind punctele de racordare. In continuare cu varful
compasului in O si cu o razd R = OA4 = OB se traseaza arcul de racordare

AB cautat.

\V\\

(A2)

Fig. 13.4
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13.2.1.2 Metoda bisectoarei

Pentru racordarea a doud drepte (4;) si (4,) cu un arc de racordare de
razd datd R conform Fig.13.5 se procedeazd astfel: se imparte unghiul
format de cele doua drepte in parti egale si se traseaza bisectoarea dupa
care se traseaza o paraleld la una din cele doui drepte la distanta R. In locul
de intersectie al paralelei cu bisectoarea rezulta punctul O numit si centru
de racordare. In continuare se traseaza din punctul O cate o perpendiculara
pe cele doua drepte initiale in punctele 4 respectiv B numite si puncte de
racordare, dupa care cu varful compasului in O si cu o razd R=04A=0B se

traseaza arcul de racordare AB.

13.2.2 Racordarea a doui drepte cu un arc de cerc fiind dat unul
din punctele de racordare

Pentru racordarea a doua drepte (4;) si (4,) cu un arc de cerc fiind
dat unul din punctele de racordare (punctul B) conform Fig.13.6 se
procedeaza astfel: se prelungesc dreptele (4,) si (4,) pana se intersecteaza
in punctul 4, dupa care se traseaza bisectoarea unghiului format de cele
doud drepte. In continuare se ridicd o perpendiculard pe dreapta (4,) in
punctul B pani se intersecteazda cu bisectoarea trasatd anterior rezultdnd
punctul O care este centrul de racordare. Din punctul O se duce o
perpendiculara pe dreapta (4,) iar piciorul acesteia se noteaza cu C, care
este cel de al doilea punct de racordare. in continuare cu varful compasului
in punctul O si curaza R = OB = OC se traseaza un arc de cerc din punctul
B pand in punctul C, arcul 4B fiind arcul de racordare cautat pentru

racordarea dreptelor (4,) si (4,).
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(A1)

Fig. 13.6

13.2.3 Racordarea a doud drepte paralele cu un arc de cerc fiind
date punctele de racordare

Pentru racordarea a doud drepte paralele (4;) si (4) cu un arc de
cerc conform Fig.13.7 se procedeaza astfel: se aleg punctele de racordare 4
pe dreapta (4,) si B pe dreapta (4,), dupa care se duce dreapta (41 ;) paralela
la dreapta (4,) la distanta R = AB. In continuare din punctul B se duce un
arc de cerc cu raza R = AB care intersecteaza dreapta (4;) in punctul O
numit centru de racordare. Din acest punct O, cu aceeasi razd R = AB se
traseazd un arc de cerc care uneste punctele de racordare 4 si B rezultand
arcul de racordare 4B cautat.
Caz particular: unul din punctele de racordare (B) conform Fig.13.8 poate
sd fie un punct al unei muchii; este cel mai frecvent caz intalnit in practica
constructiilor de masini la strunjitra suprafetelor. Constructia este

asemandtoare cazului prezentat anterior (Fig.13.7).

0 (A
< o
A (A1)

(A2) B

Fig. 13.7
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(A")

(A1)

Fig. 13.8

13.2.4 Racordarea a doud drepte perpendiculare cu un arc de
cerc de raza data
Pentru racordarea a doua drepte perpendiculare (4;) si (4;) cu un arc
de racordare de razd datd R conform Fig.13.9 se procedeaza astfel: cu
varful compasului in punctul de intersectie P si cu raza R se traseaza arce
de cerc care intersecteaza dreptele in punctele A respectiv B care sunt
centrele de racordare. In continuare cu aceeasi raza R din punctele 4 si B se
duce cate un arc de cerc care se intersecteazd in punctul O numit centru de
racordare. Din punctul O si cu o razd R = OA = OB se traseaza arcul de

racordare AB cautat.

Fig. 13.10
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13.2.5 Racordarea a doui drepte paralele prin doui arce de cerc
fiind date punctele de racordare

Pentru racordarea a doua drepte paralele (4,) si (4,) prin doud arce
de cerc fiind date punctele de racordare A; si A, conform Fig.13.10 se
procedeazd astfel: se traseaza dreapta 4,4, pe care se alege un punct
oarecare A;, dupa care se ridica mediatoarele segmentelor 4,41 A,4A;de o
parte si de alta a dreptei in sens invers. In continuare se ridica
perpendiculare in punctul 4; pe dreapta (4;) si in punctul 4, pe dreapta
(4,) care intersecteazda mediatoarele in centrele de racordare O; si O,. Din
punctul O; cu raza R;=0,A4; se traseaza arcul de racordare A;4;, iar din
punctul O, cu raza R,=0,A, se traseaza arcul de racordare 4,43, acestea
fiind arcele de racordare cautate pentru racordarea celor doua drepte

paralele.

13.2.6 Racordarea a douid perechi de drepte paralele egal
departate intre ele prin doua arce de cerc fiind date
punctele de racordare

Pentru racordarea a doua perechi de drepte paralele egal departate intre
ele (4,)si (45) cu (4 ;) si (4 ) prin doua arce de cerc fiind date doud puncte
de racordare C; si C, conform Fig.13.11 se procedeaza astfel: se traseaza
initial dreapta C;C,, dupd care se determind mijlocul acesteia prin
constructia punctului Cjs; in continuare se ridicd mediatoarele segmentelor
C;C; si C,C; 1n sens invers rezultand punctele 4 respectiv B. Din punctele
C; si C; se ridicd perpendiculare care intersecteazd mediatoarele in centrele
de racordare O; si O,. Perpendiculara ridicatd din punctul C; pe dreapta
(4,) intersecteaza paralela (4 ;) in C; iar prelungirea perpendicularei in C,
pe dreapta (4,) intersecteaza dreapta (4,) in C . In continuare se unesc

punctele C '1 cuC '2 rezultand dreapta C}C'g si O; cu O, rezultdnd dreapta
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0,0, care se intersecteaza in punctul C ;. Din punctul O; cu raza egala cu
0O,C; se traseaza arcul de cerc C;C; iar din O, cu raza egala cu O,C, se
traseazd arcul de cerc C,Cj;, arce prin care se racordeaza paralele (4,)si
(43). Din punctul O; cu raza egala cu 0,C; se traseaza arcul de cerc C,C;
iar din O; cu raza egala cu O,C , se traseaza arcul de cerc C,C;, arce prin
care se racordeaza dreptele paralele (4 ;) si (4 ,) care sunt paralele cu

dreptele (4,)si (4,).

(8)

Fig.13.11 Fig.13.12

13.3 Racordarea unei drepte cu un cerc dat

13.3.1 Racordarea unei drepte cu un cerc de raza data

Pentru racordarea unei drepte cu un cerc de razd datd R conform
Fig.13.12 se procedeaza astfel: se traseaza o paralela (4;) la dreapta (4) la
o distantd egald cu valoarea razei R, dupd care din centrul cercului O, se
traseazd un arc de cerc cu raza egald cu R;+R care intersecteazd dreapta
(4,) in punctul O numit si centru de racordare. in continuare din punctul O
se duce o perpendiculard pe dreapta (4) rezultand punctul de racordare B
iar unind punctul O cu O, dreapta rezultata intersecteaza cercul in punctul
de racordare 4. in final cu varful compasului in O si cu deschiderea egala
cu raza R se traseaza un arc de cerc care uneste punctele 4 si B rezultand

arcul de racordare AB cautat.
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13.3.2. Racordarea unei drepte cu un cerc fiind dat punctul de
racordare de pe dreapta

Pentru racordarea unei drepte (4) cu un cerc de raza oarecare R,
fiind dat punctul de racordare de pe dreapta A conform Fig.13.13 se
procedeazd astfel: se ridicd o perpendiculara pe dreapta (4) in punctual 4
pe care se traseazd segmental AB=R; si se uneste punctul B astfel
determinat cu centrul cercului O;. Din punctul 4 se duce o perpendicularad
la AB care intersecteaza cercul in punctul de racordare C. Unind punctul O,
cu C rezulta dreapta O,C care prelungita se intersecteaza cu prelungirea
perpendicularei 4B in centrul de racordare O,. Cu centrul in punctul O; si
curaza R = O,A4 se descrie arcul de racordare AC care racordeaza dreapta

(4) cu cercul dat.

(8)

Fig.13.13 Fig.13.14

13.3.3 Racordarea unei drepte cu un cerc fiind dat punctul de
racordare de pe cerc

Pentru racordarea unei drepte (4) cu un cerc de raza oarecare R;

fiind dat punctul de racordare 4 de pe cerc se procedeazd conform

Fig.13.14 astfel: se construieste tangenta in punctul 4 la cercul cu centrul

in O; si de razd R; care se intersecteazd cu prelungirea dreptei (4) in

punctul B. Se construieste bisectoarea unghiului format de dreapta (4) si
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tangenta la cerc care se intersecteaza cu prelungirea razei O;4 in centrul de
racordare O,. Din punctul O, se coboara o perpendiculara pe dreapta (4)
rezultand punctul de racordare C. Cu varful compasului in O, se descrie un
arc de cerc cu raza R,=0,C care este arcul de cerc care racordeaza dreapta

(4) cu cercul dat.

13.3.4 Racordarea unei drepte cu un cerc printr-un arc de cerc
tangent exterior intr-un punct dat de pe cerc

Pentru racordarea unei drepte (4) cu un cerc dat de raza oarecare r
printr-un arc de cerc de razd datd R tangent exterior la punctul B dat pe
cerc conform Fig.13.15 se procedeaza astfel: se traseazd o paraleld (4,) la
dreapta (4) la distanta datd R dupa care din punctul O; se traseaza un arc
de cerc cu raza egald cu R+r care intersecteaza paralela in centrul de
racordare O. Coborand o perpendiculara din O pe dreapta (4) se obtine
punctul de racordare 4 de pe dreapta iar unind punctul O cu Oj; dreapta
0O intersecteaza cercul in punctul de racordare B. Cu centrul in O si cu
raza egald cu R se traseaza arcul de racordare 4B care racordeaza dreapta
(4) cu cercul dat printr-un arc de cerc tangent exterior intr-un punct dat de

pe cerc.

Fig. 13.15 Fig. 13.16
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Caz particular: unul din punctele de racordare (4) conform Fig.13.16
poate sa fie un punct al unei muchii; este cazul frecvent intalnit in practica
constructiilor de magini la strunjitra articulatiilor sferice. Constructia este

asemandtoare cazului prezentat anterior (Fig.13.15).

13.3.5 Racordarea unei drepte cu un cerc printr-un arc de cerc
tangent interior intr-un punct dat de pe cerc

Pentru racordarea unei drepte (4) cu un cerc dat de raza oarecare r
printr-un arc de cerc de raza datd R tangent interior la punctul B dat pe
cerc conform Fig.13.17 se procedeaza astfel: se traseaza o paralela (4,) la
dreapta (4) la distanta datd R dupa care din punctul O, se traseaza un arc
de cerc cu raza egald cu R-r care intersecteazd paralela in centrul de
racordare O. Coborand o perpendiculard din O pe dreapta (4) se obtine
punctul de racordare 4 de pe dreaptd iar unind punctul O cu O,
prelungirea dreaptei OO, intersecteaza cercul in punctul de racordare B. Cu
centrul in O si cu raza egala cu R se traseazd arcul de racordare AB care
racordeaza dreapta (4) cu cercul dat printr-un arc de cerc tangent interior

intr-un punct dat de pe cerc.

0 [Al

(A)

Fig. 13.17

171



13.4 Racordarea a doui cercuri

13.4.1 Racordarea a doud cercuri cu un arc de cerc de razia data
tangent exterior la cercurile date

Pentru racordarea a doua cercuri ( cercul O; de razi r si cercul O, de
razd r ) cu un arc de cerc (racordare) dat de razd R tangent exterior la cele
doua cercuri conform Fig.13.18 se procedeazi astfel: din punctul O; se
traseaza un arc de cerc cu raza R+r iar din punctul O, se traseazi un alt
arc de cerc cu raza R+r care se intersecteaza in centrul de racordare O.
Unind punctul O cu O; rezulta punctul de racordare 4 iar unind punctul O
cu O, rezultd punctul de racordare B. In continuare cu centrul in O si cu

raza egald cu R se traseaza arcul de racordare 4B care racordeaza cercurile

O, si O, in punctele A4 si B si este tangent exterior la cercurile date.

Fig. 13.18 Fig. 13.19

13.4.2 Racordarea a douii cercuri cu un arc de cerc de raza data
tangent interior la cercurile date

Pentru racordarea a doua cercuri ( cercul O; de raza r si cercul O, de

razd r ) cu un arc de cerc (racordare) dat de raza R tangent interior la cele

doua cercuri conform Fig.13.19 se procedeazi astfel: din punctul O; se

traseazd un arc de cerc cu raza R-r iar din punctul O; se traseazi un alt arc

de cerc cu raza R-r care se intersecteaza in centrul de racordare O. Unind
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punctul O cu O; si prelungind dreapta OO, aceasta intersecteaza cercul O,
in punctul de racordare A iar unind punctul O cu O; si prelungind dreapta
00, aceasta intersecteaza cercul O, 1n punctul de racordare B. In
continuare cu centrul in O si cu raza egald cu R se traseazd arcul de
racordare AB care racordeaza cercurile O; si O, in punctele 4 si B si este

tangent interior la cercurile date.

13.4.3 Racordarea a doua cercuri cu un arc de cerc de raza
dati, tangent interior la unul si exterior la celilalt cerc

Pentru racordarea a doua cercuri ( cercul O; de razi r si cercul O, de
razd r ) cu un arc de cerc (racordare) dat de raza R tangent interior la unul
si exterior la celdlalt se procedeaza conform Fig.13.20 astfel: din punctul
O, se traseaza un arc de cerc cu raza R+ r iar din punctul O; se traseaza un
alt arc de cerc cu raza R- r care se intersecteaza in centrul de racordare O.
Unind punctul O cu O; si prelungind dreapta OO, aceasta intersecteaza
cercul O, in punctul de racordare 4 iar unind punctul O cu O, dreapta OO,
intersecteaza cercul O; in punctul de racordare B. In continuare cu centrul
in O si cu raza egala cu R se traseaza arcul de racordare AB care racordeaza
cercurile O; si O, in punctele 4 si B tangent interior la unul si tangent

exterior la celalalt.

Fig. 13.20
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14. CURBE
14.1 Curbe plane

14.1.1 Curbe definite prin arce de cerc

14.1.1.1 Constructia ovoidului cand se cunoaste axa mica

Curba ovoid este o curba pland inchisa definitd de arce de cerc
racordate si cu centrele situate pe doud axe (axa mica si axa mare) a carei
forma este asemandtoare cu sectiunea centrald a unui ou.
Obs: anu se confunda cu ovoidul ca si corp solid care are forma unui ou.

Pentru constructia ovoidului atunci cdnd se cunoaste axa mica
conform Fig.14.1 se procedeaza astfel: fiind datd axa mica A4; se
determind punctul O ca fiind mijlocul acesteia din care se ridicd o
perpendiculard de o parte si de alta a acesteia reprezentdnd axa mare. Din
punctul O cu raza r = O4 = OA; se duce un cerc care intersecteazi axa
mare in punctele B si B; astfel arcul 4BA; formeaza un prim arc de cerc a
curbei ovoid, dupa care din punctele de racordare A si A; se duc arce de
cerc cu raza R = A4, de cealalta parte parte a axei mici. Unind punctele 4
cu B; si A4; cu B; si prelungind dreptele astfel obtinute pand intersecteaza
arcele de cerc anterior construite se obtin punctele de racordare C si C;.
Din centrul de racordare B; si cu raza r’ = B;C = B;C; se traseaza un arc
(cerc) de racordare la arcele de cerc construite anterior. Figura formata din

arcele de cerc ABA;, A; C, CC; si CA reprezinta curba ovoid cautata.

A

Fig. 14.1
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14.1.1.2 Constructia ovalului cind se cunoaste axa mare

Ovalul este curba convexa inchisa care are o axa de simetrie si curba
maxima in punctul de pe axa.

Curba convexd este curba a carei forma reprezinta in sectiune dosul
unei scobituri / este arcul de curbd fatd de care un punct este situat intr-o
parte a curbei opusa celei a punctelor fata de care arcul este concav.

Curba concava conform Fig.14.2 este definitd prin calitatea unui arc
de curba, fata de un punct exterior 4, de a avea, intre doua puncte P; si P,
de pe el, o coardad care sa fie intersectatd de segmentul de dreaptd care
uneste punctul 4 cu orice punct P de pe arc dintre P; si P,, intr-un punct M

situat intre 4 si P.

P1
—

M

A~
P2

Fig. 14.2 Fig. 14.3

Pentru constructia ovalului atunci cand se cunoaste axa mare,
conform Fig.14.3, se procedeaza astfel: fiind datd axa mare AA4; aceasta se
imparte in patru parti rezultand punctele O, O; si O,. Din punctele O; si O,
se traseaza cate un cerc curazar = O; A; = O, A = 0O0; = OO,, cercuri ce
sunt tangente in punctul O. Din aceleasi puncte O; si O, se traseaza de o

parte si de alta a axei mari doud cerce de cerc cu raza R = O; O, care se
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intersecteazd in punctele O; si O, (centre de racordare). Prelungiind
dreptele ce unesc centrul O; cu O; si O, acestea intersecteaza cercul in
punctele C; si C;’ iar prelungind dreptele ce unesc centrul O, cu O; si Oy
acestea intersecteaza cel de al doilea cerc in punctele C, si C,’ obtinand
astfel punctele de racordare C;, C;’, C, 51 C5'.

Din punctele O; si Oy se traseaza arcele C;” C,’ si C;C, care racordeaza

arcele de cerc C;’4,;C; si C,’AC, obtinand astfel ovalul cautat.

14.1.1.3 Constructia ovalului cind se cunosc axele

Pentru constructia ovalului atunci cand se cunosc cele doud axe (44,
si BB;) conform Fig.14.4 se procedeaza astfel: din punctul O (prin care s-a
notat punctul de intersectie a axelor perpendiculare A4; si BB; situat la
mijlocul celor doua axe) se traseaza un cerc cu raza R = O4 = OB care
intersecteaza prelungirea axei mici BB, in punctele D si E. Din punctul B
se traseaza un arc de cerc cu raza » = BD care intersecteaza dreptele AB si
A;B in punctele F respectiv G, dupa care pe dreptele AF si 4;G la mijlocul
acestora se ridicad perpendiculare de o parte si de alta a acestora
intersectand axa mare in punctele O; si O,, iar axa micd in punctul O;
respectiv O, (pentru o constructie similara celei din punctul B in punctul
B)). In continuare se procedeaza la constructia ovalului prin arce de cerc
construind din punctele O; si O, cu raza O;4 = O,A arce de cerc care
intersecteaza perpendicularele ridicate anterior in punctele de racordare C,
C’; respective C,, C’,, dupa care din centrele de racordare O; si Oy, se
traseaza arce de cerc cu raza O;B = O,B;. Curba alcatuita din arcele de
cerc C,AC, C,BC;, CiA;C’; si C’;B;C’; reprezinta ovoidul cautat atunci

cand se cunosc cele doud axe.
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14.1.1.4 Constructia ovalului prin metoda dreptunghiului

Pentru constructia ovalului atunci cand se cunosc cele doud axe (44;
si BB;) se mai poate folosi si metoda dreptunghiului pentru care conform
Fig.14.5 se procedeazi astfel: se noteaza cu O punctul de intersectie a celor
doud axe perpendiculare la mijlocul lor. Din puctele B si 4; se ridica catre
o perpendiculard care se intersecteaza in punctul C formand dreptunghiul
A;OBC, dupa care se traseaza diagonala A;B si bisectoarele unghiurilor
CBA; si BA;C care se intersecteaza in punctul de racordare D din care se
ridica o perpendiculard pe diagonala 4;B care intersecteazd axa nare in
punctul O, iar axa mica in punctul O;. Celelalte centre (O; si O,) si
punctele de racordare (£, F si G) se determind prin constructii similare

(dreptunghi) fatd de axele avalului cu care sunt simetrice.

14.1.2 Spirale

14.1.2.1 Spirale definite prin arce de cerc

Spiralele definite prin arce de cerc sunt curbe plane construite dintr-
o succesiune de arce de cerc racordate intre ele si a carei forma este

asemanétoare cu sectiunea centrala facuta printr-o cochild de melc.
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14.1.2.1.1 Constructia spiralei cu doud centre

Pentru constructia spiralei cu doud centre atunci cand se cunoaste
pasul spiralei pe dreapta (A) se procedeaza conform Fig.14.6 astfel: se
determina punctul O; ca fiind mijlocul segmentului O,4 (pasul spiralei),
dupd care cu varful compasului in O; se traseazd un arc de cerc cu raza
0,0, pana in punctul 4 dupa care cu varful compasului in O; si cu raza
0,4 se traseaza un arc de cerc care intersecteaza dreapta (A) in punctul C,
dupa care cu varful compasului in O, si cu raza O,C se traseaza un alt arc
de cerc pand intersecteaza dreapta (A) in punctul D si tot asa prin
alternarea centrelor O; si O, si prin adaugarea la raza existenta anterior a

unei marimi echivalente cu jumatate de pas se continua constructia elicei.

Fig. 14.6 Fig. 14.7

14.1.2.1.2 Constructia spiralei cu trei centre

Pentru constructia spirslei cu trei centre stunci cadnd se cunoaste
pasul spiralei se procedeazd conform Fig.14.7 astfel: se traseazd un
triunghi echilateral cu latura egala cu pasul elicei si cu varfurile O;, O,, O3,
dupa care se prelungesc laturile acestuia rezultdnd semidreptele A;, A; si
A;. Din punctul O; cu raza O;0, = O;0; se traseaza un arc de cerc care
intersecteazad dreapta A; in punctul 4, dupa care cu centrul in punctul O, si
cu raza egala cu 0,4 se traseazd un arc de cerc care intersecteaza dreapta

A, in punctul B continuandu-se cu un arc de cerc cu centrul in O; si raza
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egald cu OB care intersecteazd dreapta A; in punctul C. Constructia spiralei
se poate continua prin trasarea de arce de cerc succesive din centrele O;,

0,, O; curaze egale cu O,;C,0,D,O;E respectiv O, F,0,G,0;H.

14.1.2.1.3 Constructia spiralei cu patru centre

Pentru constructia spiralei cu patru centre atunci cand se cunoaste
pasul spiralei se procedeazd conform Fig.14.8 astfel: se construieste un
patrat cu latura egala cu pasul spiralei si cu varfurile O;, O,, O; si Oy, iar
laturile patratului se prelungesc obtinand semidreptele A;, A,, Azsi Ay Cu
varful compasului din punctul O; se traseaza un arc de cerc cu raza egala
cu pasul elicei, din punctul O, pand unde arcul intersecteaza dreapta A; in
punctul 4, dupa care cu varful compasului in O, si cu raza 0,4 se traseaza
un arc de cerc din punctul 4 pand cand arcul intersecteaza dreapta A, in
punctul B urmand ca din punctul O; cu raza O;B sa se traseze un arc de
cerc din punctul B pana cand arcul intersecteaza dreapta A; in punctul C ca
in continuare din punctul O, cu raza O,C sa se traseze un arc de cerc din
punctul C péana cand arcul intersecteaza dreapta A, in punctul D.
Constructia spiralei se poate continua prin trasarea de arce de cerc
succesive din centrele O;, O, Oj; si O, cu raze egale cu O;D, O,E, O;F,

0,G respectiv O,;H, O,J, O;K, O,L.

Fig. 14.8
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14.1.2.2 Spiralele definite ca rotatii

Spirala este locul geometric al pozitiilor ocupate in plan de un punct
mobil care inainteazd dupa o lege anumita, pe o dreaptd, aceasta avand o
miscare de rotatie determinata, in acelasi sens, in jurul unui punct fix.

Spirala este o curbd plana deschisd a cérei spird corespunde unei
rotatii complete a dreptei, iar distanta dintre doud spire consecutive se

numeste pas.

14.1.2.2.1 Constructia spiralei lui Arhimede cind se cunoaste
pasul spiralei

Spirala lui Arhimede este o curba planad deschisa si descrisa de un
punct care se migca pe o dreaptd cu o viteza constanti, dreapta rotindu-se
in acelasi timp in jurul unui centru cu viteza unghiului constantid @ ; altfel
spus deplasarea punctului pe dreaptd este proportionald cu unghiul de
rotatie al dreptei.

Expresia analitica a spiralei lui Arhimede este datéd de relatia:

r=agp

unde: ¢ — este unghiul de rotire al razei;

v . . . o .
a=—=ct,unde v este viteza periferica a punctului.
w

Pentru constructia spiralei lui Arhimede cand se cunoaste pasul
spiralei, se procedeaza conform Fig.14.9 astfel: se traseaza un cerc cu raza
egald cu pasul spiralei, (O4 = ry = 2z r,, unde r, este drumul parcurs de
un punct pe dreaptid in timp ce aceasta se roteste cu 360° (pasul spiralei).
Acest cerc se mparte intr-un numar de parti egale (de exemplu opt)
punctele de impartire notandu-se cu 4; A4, ........ Ag, dupa care se imparte si
raza cercului OA4 in acelasi numar (opt) de parti egale rezultand punctele de

intersectie /, 2........ 8. Din centrul cercului (O) se duc raze in punctele de
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intersectie A;, 45 ....... Ag. Cu piciorul compasului in centrul O si cu raza O/
se descrie un arc de cerc ce intersecteaza raza OA; in punctul a;, dupa care
se descrie un arc de cerc cu raza O4; in punctul a, s.a.m.d. pentru toate
cele opt puncte, iar in final prin unirea punctelor O, aj, a; ..... ag se obtine

spirala cautatd (spirala lui Arhimede).

Fig. 14.9

14.1.2.2.2 Constructia spiralei hiperbolice cind se cunoaste

distanta asimptotei fati de originea coordonatelor

Spirala hiperbolicéd rezultd din miscarea unui punct pe o raza astfel
incat distanta acestuia fatd de centrul de rotire este tot timpul invers
proportionald cu unghiul de rotire ¢ al razelor, masurat fatd de o pozitie
Initiala.

Ecuatia spiralei hiperbolice este:

reg=a

unde: a — determind distanta asimptotei acestei spirale fatd de

originea coordonatelor,

Pentru constructia spiralei hiperbolice conform Fig. 14.10 se
procedeaza astfel: din punctul O, ca centru, se traseaza un cerc cu o raza
oarecare, care se Tmparte la un numar de parti egale. Punctele 7, 2, 3, ...
etc., astfel obtinute se unesc prin raze cu punctul O. Spre exemplu daca
cercul se Tmparte in 12 parti egale atunci unghiul ¢; corespunzétor primei

raze este egal cu zero iar 7; = .
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Pentru: @, =7/6 = r, = 6a/x,

@;=271/6 = r; =6a/2r,
¢;=371/6 = r,=6a/3r,

Caz general r, = 6a/(n-1)r.

Segmentele astfel obtinute se iau pe razele corespunzitoare
rezultand punctele /7, III, IV, ... etc., prin unirea carora se obtine spirala
hiperbolica cautata.

Cand ¢ — 0, curba asimptotica se apropie de dreapta CB, iar cand ¢ — o,

curba asimptotica se apropie de polul O.

c I Asimptota I B
A

Fig. 14.10
14.1.3 Curbe conice

14.1.3.1 Elipsa. Constructia elipsei cind se cunosc axele

Elipsa este locul geometric al curbelor din plan pentru care suma
distantelor fiecdruia din punctela sale cu doud puncte fixe (F si F'’ ) este
constanta (Fig.14.11).

Punctele F, F’ se numesc focare, iar distantele MF respectiv MF’ de
la un punct M al elipsei la focare se numesc raze vectoare. Distanta
constantd 2a trebuie sa fie mai mare decat distanta dintre focare. Punctele
M;, M, M; M, ca si intreaga elipsa admit ca axd de simetrie
perpendiculara pe mijlocul segmentului ce leagd focarele. Punctul de

intersectie al celor doud axe de simetrie notat cu O se numeste centrul de
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simetrie al elipsei (centru). Distanta de la focare la centru, OF ;=0,F= e,
se numeste excentricitate liniard sau distantd focald.
Proprietati:

e Elipsa are doud axe de simetrie: AA - axa mare si BB - axa micd;

o Suma razelor vectoare este egald cu AA’;

o BF=BF’=AA’/2; cu aceastd proprietate se pot determina focarele

elipsei atunci cand se cunosc axele ei AA '51' BB’;

o Tangenta intr-un punct M este bisectoarea exterioard a unghiului

FMF".

Tangenta intr-un punct oarecare M al elipsei se obtine dacd se uneste
punctul de intersectie L al dreptelor AB cu B;M cu punctul £ si se
prelungeste dreapta EL pana intersecteaza dreapta BD in punctul de
intersectie 7, care apartine tangentei (Fig.14.12). Al doilea punct P al
tangentei se situeazd la intersectia paralelei duse prin punctul L la dreapta
OA cu segmental AD. Normala este perpendiculara MN dusé in punctul M
pe tangenta PT.

Pentru constructia elipsei cdnd se cunosc axele AA; si BB; se
procedeaza conform Fig.14.12 astfel: se traseazd cele doud axe
perpendiculare la mijlocul lor, dupa care se construieste dreptunghiul
CDEF si se mpart segmentele OA; si 4,C in acelasi numar de parti egale
(de exemplu cinci) rezultdnd punctele de impartire 7, 2, 3, 4 pe OA4, si 1,
2’, 3’, 4" pe 4,C. La intersectia dreptelor ce unesc punctul B; cu /, 2, 3, 4
sipunctul Bcu 1, 2°, 3’, 4’ rezulta punctele G, H, J, C. Se unesc punctele
B, G, H, J, K si A printr-o dreaptd curba obtindndu-se astfel un sfert de
elipsd. Se procedeaza la constructii similare (simetrice) fatd de celelalte
semiaxe obtinand in final elipsa cdutatd. Constructia este cu atit mai exacta

cu cat axele se Tmpart intr-un numar mai mare de parti.
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MF+MF' =AAN=20 E

Fig. 14.11 Fig. 14.12

14.1.3.2 Parabola

Parabola este locul geometric al punctelor din plan egal departate de
un punct fix (F) si de o dreapta fixa (d) din plan (Fig.14.13).

Parabola este o curba deschisa cu o singura ramura.

Punctul F se numeste focar, iar dreapta fixa (d) se numeste
directoare. Distanta de la focar la directoare se noteazd cu p si se numeste
parametrul hiperbolei. Orice paralela la dreapta directoare pentru o
distantd mai mare de p/2 este intersectata de un cerc oarecare cu centrul in
F 1n doua puncte ale parabolei 7T si 77 ..... M si M’. Aceste puncte sunt
simetrice fatd de perpendiculara pe directoare prin focar. Axa de simetrie
se numeste axa para-bolei si atinge parabola in punctul 4 care are distanta
de la directoare la focar egala cu p/2.

Proprietati:
e Parabola are o singurd axd de simetrie AA
o Varful A este la gald departare de focar si de directoare;

o Tangenta intr-un punct M este bisectoarea unghiului PMP.
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Fig. 14.13 Fig. 14.14

14.1.3.2.1 Constructia parabolei cind se cunosc varful A, axa
AX si un punct M

Pentru constructia parabolei atunci cand se cunoaste varful 4, axa
AX si un punct oarecare M se procedeazd conform Fig.14.14 astfel: se
traseazd o dreapta 4Y perpendiculara pe axa AX in varful parabolei 4, dupa
care din punctul M coboram perpendiculara MB pe AY. Distantele 4B si
MB se impart in acelasi numar de parti egale (de exemplu in patru)
rezultand punctele de impartire /, 2, 3, 4 pe AB si 1, 2°, 3’, 4’ pe MB
(segmentele de pe cele doud perpendiculare nu sunt egale ca marime
14 # BI’). Prin punctele /, 2, 3 se duc paralele la AX dupa care se uneste
punctul 4 cu punctele 7°, 2°, 3’ rezultand N, P, Q.
Unind punctele 4, N, P, O, M rezulta o laturd a parabolei cautate. Aceeasi
constructie se executd simetric fatd de axa AX rezultand parabola cautata.
Constructia este cu atadt mai exactd cu cat axele se mpart intr-un numar

mai mare de parti.
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14.1.3.2.2 Constructia parabolei cind se cunosc directoarea si
focarul

Pentru constructia parabolei atunci cand se cunosc focarul F si
directoarea (d) conform Fig.14.15 se procedesza astfel: din punctul F' se
coboard perpendiculara BF pe directoarea (d), dupa care aceastd distanta se
imparte in doua parti egale rezultand varful parabolei 4.
Se prelungeste dreapta BF care devine axa parabolei, aceasta impartindu-se
intr-un numar oarecare de parti egale cu F'B rezultand punctele de impartire
1, 2, 3, 4, 5, 6. Prin punctul F se traseaza o perpendiculard pe axa parabolei

siseia FC = FC’ = FB rezultand punctele C si C’ ale parabolei.

()

Fig. 14.15
Pentru determinarea altor puncte ale parabolei, prin punctele de
impartire se traseaza perpendiculare pe axd, dupa care cu centrul in focarul
Fsi cu raze egale cu distanta de la punctele de impartire (/, 2, 3, 4, 5, 6) la
punctul B se traseazd arce de cerc care determind pe perpendiculare
punctele de intersectie K, L, M, O, P, R si K, L’, M’, O’, P’, R’. Prin
unirea punctelor R’, P, O, M’, L, K’, C’, A, C, K, L, M, O, P, R se obtine
parabola cautata. Constructia este cu atit mai exacta cu cat axele se impart

intr-un numar mai mare de parti.
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14.1.3.3 Hiperbola. Constructia hiperbolei cind se cunosc

distantele dintre focare si dintre varfuri.

Hiperbola este locul geometric al punctelor din plan pentru care
diferenta distantelor a doua puncte fixe ( F si F’ ) este constantd
(Fig.14.16).

Punctele fixe F' si F’ se numesc focare, iar segmentele R si r care
unesc un punct de pe hiperbola cu focarele se numesc raze vectoare.
Distanta 2a trebuie sd fie mai mica decat distanta dintre focare. Hiperbola
are doud axe de simetrie, axa XX’ care trece prin focarele F'si F’ si axa YV’
care este mediatoarea segmentului FF’. Punctul lor de intersectie notat cu
O se numeste centrul de simetrie al hiperbolei. Distanta de la fiecare focar
la centrul de hiperbola ( OF = OF’= e ) se numeste excentricitate.
Hiperbola intersecteaza axa principald XX~ in véarfurile principale A4 si 4.
Hiperbola are doua asimptote ZZ’ si WW’ ; aceasta taie perpendicularele pe

axa principald in varfurile 4 i 4.

Wl

R=1A

r=1A
R-r=1A-1A =AA = 2a
MF - MF = AA = 2a




Proprietdti:

e Hiperbola are doud axe de simetrie XX’ si YY’;

e Hiperbola are douad virfuri A §i A’ astfel incat A A’ = MF’ — MF =

2a ;

e Hiperbola este o curba deschisa cu doud ramuri, care are varfurile

pe axa principald si ramurile se apropie la infinit de doud asimptote

Z7’ siwWw’;

o Tangenta intr-un punct M al hiperbolei este bisectoarea interioard a

unghiului FMF".

Tangenta intr-un punct oarecare al hiperbolei este bisectoarea M7 a
unghiului FMF” format de dreptele ce unesc focarele £ si F’ cu punctul de
tangentd, iar normala MN este perpendiculara dusd pe tangenta MT in
punctul M.

Pentru constructia hiperbolei cdnd se cunosc distanta FF’ dintre
focare si distanta A A’ dintre varfuri se procedeaza conform Fig.14.16
astfel: se uneste punctul F' cu F’ si se prelungeste acest segment rezultand
axa principald a hiperbolei XX’. Se duce mediatoarea segmentului FF’
notatd cu YY’ rezultind ce-a de a doua axa de simetrie, iar punctul de
intersectie se noteaza cu O si reprezintda centrul de simetrie al hiperbolei.
Stiind ca varfuile sunt simetrice, acestea se traseaza de o parte si de alta a
punctului O pe axa XX~ astfel incat O4 = OA’ = A A’ /2. Pe semidreptele
F’X’ se ia un numir de segmente egale (de exemplu patru) obtinandu-se
punctele de intersectie /, 2, 3, 4, dupa care se traseaza perechi de arce de
cerc cu centrul in F'derazda 4’1 (A°2, A’3, A’4) siin F de razd A1 (A2, A3,
A4) care se intersecteaza de o parte si de alta a axei XX'. Unind punctele
Q,S,R’, P, A, P,R S, Q rezultd ramura dreapta a hiperbolei. Ramura

din stanga se construieste in mod similar cu observatia ca arcele de cerc
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descrise cu centrul in F’ au razele egale cu Al (42, A3, A4), iar cele
descrise cu centrul in punctul F au razele egale cu A°1 (4°2, A’3, A’4).
Unind punctele de intersectie ale arcelor de cerc rezultd ramura stinga a

hiperbolei. Intraga constructie prezentata reprezinta hiperbola cautata.

14.1.4 Curbe ciclice

Curbele ciclice (de rostogolire) sunt curbe descrise fie de un punct
fix ce apartine unei drepte si care se rostogoleste fara alunecare pe
circumferinta unui cerc fie de un punct fix ce apartine unui cerc si care se
rostogoleste fard alunecare pe o dreaptd sau pe un arc de cerc.

Dreapta (cercul) pe care se gaseste punctul (fix) care descrie curba
se numeste element generator (dreaptd generatoare sau cerc generator), iar
dreapta (cercul) pe care se rostogoleste elementul generator se numeste
element director (dreapta directoare sau cerc director).

Constructia curbelor ciclice are ca aplicatii in tehnica trasarea
profilului danturii rotilor dintate ce formeazd angrenaje de transmitere a

miscérii de rotatie sau la trasarea profilelor camelor.

14.1.4.1 Constructia evolventei

Evolventa sau desfisurata cercului este curba descrisa de un punct
al unei drepte (tangentd) generatoare care se rostogoleste fara alunecare pe
un cerc director (fix).

Pentru constructia evolventei conform Fig. 14.17 a. se procedeaza
astfel: se Tmparte cercul director (O) intr-un numdr de parti egale, de
exemplu in 12 pérti rezultdnd punctele de impartire /, 2, .... 12, prin care se
traseazd tangente la cerc. Din punctele de contact se traseazd pe tangente
segmente egale cu lungimile arcelor de cerc 0-1, 0-2, .... 0-12, (Fig.

14.17.b) rezultand pe tangente punctele 7, 2, ...12.
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5 tho 12

R f ]
11" = arc 01
22" = arc 02

Fig. 14.17 b.
Prin unirea acestor puncte printr-o linie curba continud trasatd cu
ajutorul florarului se obtine evolventa cautatd sau desfasurata cercului.
In punctul de impartire 5 din Fig. 14.17 a. s-a trasat tangenta la
cercul director care este normala la evolventa construitd, iar perpendiculara

pe aceastd normala in punctul 5 “este tangenta la evolventa.

14.1.4.2 Constructia cicloidei

Cicloida este curba descrisda de un punct al unui cerc prin rostogolire
fara alunecare pe o dreapta fixa situatd in planul cercului.

Pentru constructia cicloidei atunci cand se cunosc cercul generator si
dreapta directoare conform Fig. 14.18 se procedeaza astfel: pe dreapta
directoare A4 se traseazi segmentul A,4s egal cu lungimea cercului

generator (D) dupd care atat segmentul 4,45 cat si cercul generator de
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centru O, se impart in acelasi numar de parti egale (de exemplu 8)
rezultind punctele de impartire /, 2, ... 8, respectiv 1, 2, ... 8.

Se ridica perpendiculare in punctele de impartire /7, 2, ... 8 dupa
care se traseaza prin centrul cercului generator (Oy) o paraleld la A4 care
intersecteaza aceste perpendiculare in punctele O;, O, ... Os. In continuare
prin punctele de impartire /, 2, ... § ale cercului generator (O)) se traseaza
paralele la dreapta A4 ; astfel: arcul de cerc cu centrul in punctul O, si cu
raza O;] intersecteazi paralela prin punctul / la A4 in punctul 4; (punct
al cicloidei) si tot asa luand ca centre succesive punctele O,, O;, ... Os, se
procedeaza in mod similar pentru obtinerea celorlalte puncte ale cicloidei
Aj, Ajs, ... As. Unind aceste puncte printr-o linie curba continud trasatd cu

ajutorul florarului se obtine cicloida cautata.

4
T3
o2
A A 4 ] [ ’\;\\A \u\: : !
8 "2 3 4 5 6 78
nd
Fig. 14.18

14.1.4.3 Constructia epicicloidei

Epicicloida este curba descrisa de un punct fix de pe cercul
generator, cerc care se rostogoleste fara alunecare pe un cerc director.

Pentru constructia epicicloidei atunci cand se cunosc D, diametrul
cercului generator si R raza cercului director conform Fig. 14.19 se
procedeaza astfel: se traseazd cercul de raza R cu centrul in O si tangent

exterior cu acesta in punctul A, se traseaza cercul de raza Ry = D, /2 cu
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centrul in Oy. Pe cercul de raza R se determina arcul (4pdg = 7D, ) de cerc
egal cu lungimea cercului generator; pentru aceasta se determina unghiul la
centru o’ = 360° R, /R. In continuare arcul 4,45 se imparte Intr-un numar
de parti egale (de exemplu 8) rezultind punctele de impartire 7, 2, ... 8
dupa care acestea se unesc prin raze cu centrul O.

Se traseaza un nou arc de cerc cu raza R + R, cu centrul in O iar
prelungirile razelor trasate anterior intersecteazd acest cerc in punctele O,
O,, ... Os. De asemenea se imparte cercul de razd R, In opt parti egale
rezultand punctele de intersectie /, 2, ... §, dupa care se construiesc cerc-
urile concentrice de raza 01, 02, 03, 04 care trec prin punctele 4, 5, 6, 7.

Cercul cu centrul iIn O; si cu raza 01]’, intersecteaza cercul cu
centrul in punctul O si cu raza Ol in punctul 4; (punct ce apartine
elipsoidului) si tot asa rezultd punctele A4, ... As. Unind aceste puncte

printr-o linie curba continua trasatd cu ajutorul fluorarului rezulta

epicicloida cautata.

Fig. 14.19
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14.1.4.4 Constructia hipocicloidei

Hipocicloida este curba descrisa de un punct fix de pe cercul
generator care se rostogoleste fard alunecare pe interiorul unui cerc
director.

Constructia hipocicloidei atunci cdnd se cunoaste D, diametrul
cercului generator si R raza cercului director conform Fig. 14.20 este
asemandtoare epicicloidei cu deosebirea ca dupa trasarea cercului de raza
R cu centrul in O si a celui tangent interior cu acesta in punctul 4, de raza
Ry =Dy/2 cu centrul In O, se traseazd un cerc cu centrul in O de razi

R — Ry pentru determinarea punctelor O;, O,, ... Os.

7 o

o ?Ms@-i
AN

T oot o o 4

Fig. 14.20

14.2 Curbe in spatiu. Elicea

Elicea este o curba in spatiu descrisd de un punct situat intr-un plan
meridian care are o migcare uniforma de translatie de-a lungul unei cilindru
circular drept, sau a unui con, aflat in migcare uniforma de rotatie.

Pasul elicei notat cu p este distanta dintre doud puncte consecutive

ale elicei masurata pe aceeasi generatoare.
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14.2.1 Constructia elicei cilindrice

Pentru constructia elicei cilindrice cand se cunosc diametrul d al
cilindrului si pasul 4B al elicei conform Fig. 14.21 si 14.22 se procedeaza
astfel: se construieste cercul de diametru d cat si proiectia verticala a
cilindrului, dupa care se continud din punctul 4 cu constructia triunghiului
dreptunghic 44°B care are ca laturi lungimea cercului si pasul elicei iar
unghiul & =44 B = Pas/ rd.

Se Tmparte atat cercul cét si lungimea cercului intr-un numar de parti
egale (de exemplu 8) rezultand punctele de impartire /, 2, ... 8. Prin
punctele de impartire a cercului se traseazd paralele la generatoarea
cilindrului, iar prin punctele de impartire ale lungimii cercului (44" ) se
ridicd perpendiculare care intersecteaza dreapta AB cu inclinatia o fata de
orizontald in punctele /7, 2°, ...8".

Prin punctele de impartire /°, 2, ...8  se duc paralele la A4’ care
intersecteaza paralelele la generatoare in punctele /7, 2”, ...8” puncte care
apartin elicei. Unind aceste puncte printr-o linie curba continua trasata cu

ajutorului florarului se obtine elicea cilindrica cautata.

8 70
T  —
— 6 5.
44 9 g
3 ,3' 2
219 12 !
6 A1 234567 ° 6
5 nd 7 U5
Y )
3 1
> 3
Fig. 14.21 Fig. 14.22
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14.2.2 Constructia elicei conice

Elicea conicd este curba trasata prin intersectia unei drepte antrenate
intr-o migcare elicoidald care aluneca fard frecare in lungul axei unui con
de revolutie coaxiala cu marimi proportionale unghiului de rotatie.

Pentru constructia elicei conice cand se cunosc conul pe care este
trasatd elicea, pasul si sensul acesteia, conform Fig. 14.23 se procedeaza
astfel: se reprezinta conul in cele doud vederi, dupa care cercul de diametru
AB se imparte intr-un numar oarecare de parti egale (de exemplu 8)
impreund cu raza OB. in planul de baza (care cuprinde cercul de baza al
conului) proiectia elicei conice este o spirala arhimedica ale carei puncte /,
11, ... VIII rezulta din intersectia razelor O, O2,...08 duse prin diviziunile
razei OB. In continuare se coboara din varful S indltimea O’S a conului
egald cu pasul elicei care se Imparte in acelasi numar de parti egale (de
exemplu 8), rezultand punctele /7, 2°, ...8”. Prin aceste puncte se duc
perpendiculare la axa conului care prin intersectare (perpendicularele si
paralelele de acelasi numar) determind punctele de intersectie 7, 117,
.. VIII”. Unind aceste puncte printr-o curbd continud trasatd cu ajutorul

fluorarului obtinem elicea conica cautata.

Fig. 14.23
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Impartirea cercului intr-un numir oarecare de parti egale
Tangenta. Cercuri tangente
Tangenta la cerc
Tangenta dintr-un punct exterior la cerc
Tangente exterioare la doua cercuri
Tangente interioare la doud cercuri
Cercuri tangente interior
Cercuri tangente exterior
Cercuri concentrice
Cercuri concentrice interior
Cercuri concentrice exterior

Cap.13 Racordairi

13.1.
13.2.
13.2.1.

Elementele racordarii
Racordarea a doua drepte
Racordarea a doud drepte cu un arc de cerc de raza data
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147
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149
150

150

151
151
152
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155
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157
158
159
159
160
161
161
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13.2.1.1
13.2.2.
13.2.3.
13.2.4.
13.2.5.
13.2.6.
13.3.
13.3.1.
13.3.2.
13.3.3.
13.3.4.

13.3.5.

13.4.
13.4.1.

13.4.2.

13.4.3.

. Metoda paralelelor
13.2.1.2.

Metoda bisectoarei

Racordarea a doua drepte cu un arc de cerc fiind dat unul
din punctele de racordare

Racordarea a doud drepte paralele cu un arc de cerc fiind
date punctele de racordare

Racordarea a doud drepte perpendiculare cu un arc de cerc

de raza data
Racordarea a doud drepte paralele prin doua arce de cerc
fiind date punctele de racordare

Racordarea a doud perechi de drepte paralele egal departate
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164
165
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167

167

intre ele prin doua arce de cerc fiind date punctele de racordare

Racordarea unei drepte cu un cerc dat
Racordarea unei drepte cu un cerc de raza data
Racordarea unei drepte cu un cerc fiind dat punctul de
racordare de pe dreapta
Racordarea unei drepte cu un cerc fiind dat punctual de
racordare de pe cerc
Racordarea unei drepte cu un cerc printr-un arc de cerc
tangent exterior intr-un punct dat de pe cerc
Racordarea unei drepte cu un cerc printr-un arc de cerc
tangent interior intr-un punct dat de pe cerc
Racordarea a doua cercuri
Racordarea a doui cercuri cu un arc de cerc de raza data
tangent exterior la cercurile date
Racordarea a doua cercuri cu un arc de cerc de raza data
tangent interior la cercurile date
Racordarea a doui cercuri cu un arc de cerc de raza data
tangent interior la unul si exterior la celalalt cerc

Cap.14 Curbe

14.1.
14.1.1.

14.1.1.1.
14.1.1.2.
14.1.1.3.
14.1.1.4.

14.1.2.

14.1.2.1.
14.1.2.1.
14.1.2.1.

Curbe plane
Curbe definite prin arce de cerc
Constructia ovoidului cand se cunoaste axa mica
Constructia ovalului cand se cunoaste axa mare
Constructia ovalului cand se cunosc axele
Constructia ovalului prin metoda dreptunghiului
Spirale
Spirale definite prin arce de cerc

1. Constructia spiralei cu doua centre

2. Constructia spiralei cu trei centre
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14.1.2.1.3. Constructia spiralei cu patru centere 179

14.1.2.2. Spirale definite ca rotatii 180

14.1.2.2.1. Constructia spiralei lui Arhimede cand se cunoaste 180
pasul spiralei

14.1.2.2.1. Constructia spiralei hiperbolice cand se cunoaste distanta 181
asimptotei fata de originea coordonatelor

14.1.3. Curbe conice 182
14.1.3.1. Elipsa. Constructia elipsei cand se cunosc axele 182
14.1.3.2. Parabola 184
14.1.3.2.1. Constructia parabolei cand se cunosc varful A, 185
axa AX siun punct M
14.1.3.2.2. Constructia parabolei cand se cunosc directoarea 186
si focarul
14.1.3.3. Hiperbola. Constructia hiperbolei cand se cunosc 187
distantele dintre focare si dintre varfuri
14.1.4.  Curbe ciclice 189
14.1.4.1. Constructia evolventei 189
14.1.4.2. Constructia cicloidei 190
14.1.4.3. Constructia epicicloidei 191
14.1.4.4. Constructia hipocicloidei 193
14.2. Curbe 1n spatiu. Elicea 193
14.2.1.  Constructia elicei cilindrice 194
14.2.2.  Constructia elicei conice 195
Bibliografie 196
Cuprins 198
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