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I. SPATII VECTORIALE

I.1. Spatiul vectorial - definitie, proprietati

Fie V o mulfime nevida si K un corp comutativ.
Definitia I.1. Spunem ca V are structura algebrica de spatiu vectorial (sau spatiu liniar) peste copul K daca este
inzestratd cu doua legi de compozitie:
- 0 lege de comporzitie interna notata aditiv:
+:VxV >V (;,;)—>;+;;
- 0 lege de comporzitie externa notatd multiplicativ:
KXV >V, (ax)oa-x
care indeplinesc urmdtoarele proprietati:
1) (V, +) este grup.
2) i) a(x+y)=ax+ay, Mx,yeV,(Va ek ;
i) (a+pB)-x=ax+px, (MxeV,Va,BekK ;
iii) a(Bx) = (af)-x, Vx,eV,(V)a,B ek ;
iv) 1.x=x, Mxel.
Vom nota aceasta structura (V,K).
Elementele lui V se numesc vectori, iar elementele lui K scalari. Operatia ,,+" se va numi adunarea vectorilor iar

» A

operatia ,,-” inmultirea vectorilor cu scalari.

Notam cu 1 elementul unitate al corpului K, iar cu 0 vectorul nul din V, adica elementul neutru al grupului (V,
+). Vectorii se noteaza cu bara deasupra (;,;, etc.), iar scalarii cu litere mici ale alfabetului grec(a, b, A, u etc.) si

uneori ale alfabetului latin.
Exemple:
1. Fie M(m, n, K) multimea matricelor cu m linii si n coloane cu elemente din corpul K. Aceasta mulfime formeaza
un spatiu vectorial peste corpul K fatd de operatiile obisnuite de adunare a matricelor si inmultire a matricelor cu scalari
din K.

2. Fie M(1,n,K) multimea matricelor cu o singura linie si cu n coloane, cu elemente din corpul K. Aceastd multime
. o 1 2 ; . . C e . . . .
se mai noteaza: K" = {(x', x°, ....,x")/x' e K,i=1, 2, ..., n}. Elementele lui K" se numesc vectori linie n-dimensionali.

Operatiile de adunare a vectorilor linie n-dimensionali si de inmultire a acestora cu scalari devin:

242" +y")

)_c+§:(x1 +y1,x
ox = ( l,axz,...,wc”l X= (xl,xz,...,x”) y= (yl,yz,...,y").
Se verifica usor ca impreuna cu aceste doud operatii K" este un spatiu vectorial peste corpul K.

3.Fie M(n, 1, K) multimea matricelor cu o singura coloana si # linii cu elemente din corpul K, ce se pot nota:

K"=1- |x'eK,i=12,.,n




Elementele lui K" , In acest caz se numesc vectori coloana n-dimensionali. Si 1n acest caz (12 " K) este spatiu vectorial.

Deoarece multimile M(1,n,K) si M(n,1,K) se deosebesc doar prin modul de scriere a elementelor, in practicd se
vorbeste doar despre vectori n-dimensionali, tipul acestora — linie sau coloana — subintelegandu-se din context.

Spatiul (R" , R) se numeste spatiul vectorial real n-dimensional, iar (C ".C ) spatiul vectorial complex n-
dimensional.

4 Multimea polinoamelor de o nedeterminata, cu coeficienti reali, de grad cel mult egal cu n, (n € N), formeaza
spatiu vectorial peste corpul R, fatd de operatiile obisnuite de adunare a polinoamelor si inmultire a polinoamelor cu
scalari reali. Se pastreaza proprietatea daca inlocuim corpul R cu K.

Multimea polinoamelor de o nedeterminata, de grad n, cu coeficienti din K, nu are structura de spatiu vectorial
fata de operatiile indicate in exemplul 4.

Terorema L.1. (Reguli de calcul in spatiul vectorial). In orice spatiu vectorial V peste K au loc afirmatiile:
1.0-¥x=0, (V)xeV;

2.0-0=0, (Vaek;

5.X+y=y+Xx, (V))_cj eV, deci (V, +) este grup abelian.
Consecinte: Fie / un spatiu vectorial peste K. Sunt adevarate afirmatiile:
l.Daci ae K" si x,yeV,atunci dx =ay <> x=y.

2.Dacd a,feK,a+ f,atunci ax = fx < x=0.

I.2. Dependenta si independenta liniara. Acoperirea liniara a unui sistem de vectori
Fie (V,K) un spatiu vectorial i § = {EI,EZ ,..,En} un sistem de vectori din V.
Definitia 1.2. Spunem ca un vector x €V este o combinatie liniara de vectorii sistemului S daca exista

a',a?,..a" €K astfel incat:

n .
x=Ya'a;.
i=1

De exemplu, vectorul nul este o combinatie liniard de vectorii lui S, oricare ar fi sistemul S din V.
Definitia 1.3. Mulfimea tuturor combinatiilor liniare de vectori din S, se numeste acoperirea liniard a lui S, si se

noteazd L(S ) .

In particular daca S =1{a,,a,,..,a,}, atunci

L(S)= {alal +...+a”c_ln‘ a,...a"eK }

in mod evident, @, € L(a,.@,....a,), (V)i=ln.
Propozitia 1. Dacd {by,by....b, |€ L(@, @y, ), atunci
L(py,By. b, )< L@, @,y )

Demonstratie:

n .
Deoarece b; € L(@,ay,....a,), (V)i=lp, = b= Zajﬁj, al eK



p | n . n P . .
Deci )_czzal Za,'-]aj :Z Za’al:] aj-
=1

=1\ =1 i=1
Obtinem astfel ca: L(p,, b,,.b, )< L(@, @, .., ).
Propozitia 1.2. Daci acel(a,.a,,..a,), atunci L(@,ay,..a,)= =L(a,a,,a,,..a,). In particular,
L(@,,a,,.a,)=L1{0.,,a@,,..a, )

Justificarea este asemandtoare cu cea a propozitiei anterioare.

Definitia 1.4. Spunem ca sistemul S este liniar dependent (sau cd vectorii a,,a,,..,a, sunt liniari dependenti), daca

.. o1 2 . . A A
existd scalarii a' ,a”,...,a" €K, nu toti nuli, astfel incat:

aa +..+a"a, =0.

Altfel spus, vectorii a,,a,,..,a, sunt liniari dependenti daca exista cel putin o combinatie liniard nula a lor cu nu
toti scalarii nuli.

Definitia 1.5. Spunem ca sistemul S este liniar independent (sau ca vectorii sai sunt liniar independenti) daca S nu

este liniar dependent.

Cu alte cuvinte, vectorii a,,a,,..,a, sunt liniari independenti daca din orice combinatie liniard nula a lor rezulta
toti scalarii nuli.

Exemple.

1. In R" vectorii e=(1,0,...,0) e, =(0,1,0,...,0), ..., e, =(0, ..., 0, 1) sunt liniar independenti.

de+de, +..+de =0 &d=0,d=0,..d=0.

2. In spatiul vectorial al polinoamelor cu coeficienti reali, de grad cel mult n, polinoamele: 1, X, Xz, ..., X" sunt
liniar independente.
Intr-adevir, daci & -1 + &' - X+ ...+ - X" = 0 ((_) =0+0-X+0-X+..), prin identificarea coeficientilor rezulta &
=0,0' =0,...,0"=0.

Propozitia 1.3. [ntr-un spatiu vectorial au loc urmdtoarele afirmatii:

1) Orice sistem de vectori care contine vectorul nul este liniar dependent.

2) Orice subsistem al unui sistem liniar independent este liniar independent.

3) Orice suprasistem al unui sistem liniar dependent este liniar dependent.

4) Fie a eV . Sistemul {@} este liniar dependent dacd si numai dacd @ =0 .

Definitia 1.6. Un sistem infinit de vectori ai lui V este liniar independent daca orice subsistem finit al sau este
liniar independent.

Propozitia 1. 4. Sistemul de vectori S = {51,52,..,5n} este liniar dependent daca si numai daca cel putin unul
dintre ei se scrie ca o combinatie liniard a celorlalfi.

Demonstratie:

Presupunem cd S este liniar dependent. Deci, exista a, 0(2, ..., o' € K, nu toti nuli, astfel incat

- _ =
alaj+...+a"a, =0.



Deoarece scalarii o', ¢, ..., ¢ nu sunt toti nuli, atunci existd cel putin un indice ke {1, 2, ..., n} astfel incét
ak #0, ceea ce Insecamna ci exista si inversul siu (f)'# 0. In aceste conditii din relatia:
a'a, +...+a‘a, +..+a"a, =0 inmultita cu (o*)" obtinem:

= e = Y U K+l -1 -1
a=—a'le) a-..—a-la' ) @ —a" ()" @, —..—a"(@,)'a,.

Deci, a; se scrie ca o combinatie liniard de ceilalti n-1 vectori.

Reciproc, presupunem ca din sistemul S, vectorul a, (k € {1, 2, ..., n}) se scrie ca o combinatie liniard a celorlalfi:
a, =Aa +...+A4_a, ,+4.4a,, +..+4,a,,deunde obtinem:
0=Aa +..+ 4 a,, +(=1)a, + ., +..+,a,.

Cum nu toti scalarii acestei combinatii liniare nule sunt zero, rezulta ca S este liniar dependent.
1.3. Baza si dimensiune pentru un spatiu vectorial

Definitia 1.7. Spunem ca un sistem de vectori, SCV, este sistem de generatori pentru V, daca orice vector X € V se

scrie ca o combinatie liniard a vectorilor din S, altfel spus daca V = L(S )

Propozitia L.5. Fie ay,a,,.,a, vectori ai spatiului vectorial V i 1;1,1;2,...,1;,”eL(EI,Ez,...,EH) liniar
independenti. Atunci m<n.

Demonstratie.

Presupunem prin absurd ca m>n. Din 1;1,1;2, b eL(al,az, . a ) deducem ca, oricare ar fi ie {1,2,...,n},

n
vectorul b, se reprezintd ca o combinatie liniara de vectorii {a,,a,.,..,a, |, adica b, = Za/ a; . Considerdm sistemul
Jj=1
1.1 1.2 1
o x +a,x" +..+a,x" =0
. alx' +oix’ +.+alx" =0
liniar omogen: .

a'x' +alx* +..+alx" =0

Deoarece m>n, acest sistem are si solutii nebanale. Fie (/11,/12 yeres /I’") o astfel de solutie. Atunci avem:

S -34(Sata, |- 3 S0 g <0

Acest fapt contrazice liniar independenta vectorilor b,,b,, b

Corolar Daca {c_zl,c_zz,..,ﬁn}cV iar b,,b,,....b, € Lla,,a,,.. ,c_zn) cu m>n , atunci by,b,,...,b,, sunt liniar

m
dependenti.

Definitia 1.8. Sistemul B de vectori din V se numeste baza pentru V daca B este liniar independent si V = L(B).

Teorema 1.3. Orice spatiu vectorial, care nu se reduce la vectorul nul, poseda cel putin o baza. Mai exact, din
orice sistem de generatori al lui V putem extrage cel putin o baza.

Teorema 1.4. Toate bazele unui spatiu vectorial sunt formate din acelasi numar de vectori.

Demonstratie.

Fie B, { a,,d,,..,4,, }, B, = _1,132,..,1;,1} doud baze ale lui V. Deoarece V=L(Bl) atunci b; eL(Bl), (V)i:l,_n.

Conform Propozitiei I.5. rezultd m < n . Analog se obtine n < m . Deci in concluzie, m = n.

4



Definitia 1.9. Spunem ca spatiul vectorial (V, K) are dimensiunea finita n daca exista in V o baza formata din n

vectori.Vom scrie dim V=n.

In caz contrar spunem ca spatiul V are dimensiunea infinitd i scriem dimV = oo .

Dimensiunea spatiului vectorial nul, {6} este prin definitie 0.

Exemple:

1. Dimensiunea lui R? este 2 (scriem dim R = 2)

Vectorii e, = (1,0) si e, = (0,1) sunt liniar independenti deoarece:

a gta’e,=0, o,0eRS (0 a?)=(0,00<a =0sia’=0.

R® = L(E1 ,€, ), intrucat pentru orice vector v = (vl,vz), V= VIEI + vzéz .

Deci, vectorii e,,e, formeaza o baza pentru R 2, astfel dim R =2.

2 dim R" =n (demonstratia fiind aseménatoare cu cea precedentd) iar baza formata din vectorii:

e = (1,0,...,0), e, = (O,l,...,O),...,En = (0,0,...,l) poartd numele de baza canonica (naturala, standard) a lui R".

Observatia L.1. Fie V un spatiu vectorial peste K de dimensiune finita n . Sunt adevarate urmatoarele afirmatii:

1) Oricare n+1 vectori (sau mai multi) din V sunt liniar dependenti.

2) Oricare n vectori din V liniar independenti formeaza o baza pentru V.

3) Oricare sistem de generatori pentru V, format din n vectori, este o baza pentru V.

Propozitia 1.2. Intr-un spatiu vectorial V, finit dimensional, orice sistem de vectori liniari independenti poate fi
completat pana la o baza a spatiului.

Teorema 1.4. Fie V un spatiu vectorial i B = {51 NI } c V. Atunci B este baza a lui V daca si numai daca

orice vector al lui V se poate scrie in mod unic ca o combinatie liniard de vectorii din B.
Demonstratie:

Fie X €V un vector arbitrar. Presupunem ca scrierea lui in raport cu B nu este unica. Deci, exista ad,..,d ek
astfel incat: X = o'a, +a’a, +...+a"a,
si existd ', ..., f' € K astfel incat: x = f'a, + f2a, +..+ B"a, .

Obtinem: 6:(0!1 —,31)51 +(0(2 —,32)672 +...+(a" —,B")ﬁn.

o' —pl =0
Cum {El , Ay, 4, }este liniar independent, rezulta
a}’l _ﬂn — 0
Deci, o' =B', ..., &' = B'si scrierea lui X in raport cu vectorii din B este unica.

Reciproc, presupunem ci orice vector din ¥ se scrie in mod unic ca o combinatie liniara de vectorii lui B. In cazul
vectorului nul obtinem: 0= 0-@ +0-@, +...+ 0-@,, scriere unici. Astfel ci, daca facem o combinatie liniard nula de
vectorii din B, toti scalarii ce apar trebuie sa fie nuli, deci sistemul B este liniar independent. Deoarece orice vector din V'
se scrie ca o combinatie liniara de vectorii lui B, rezultd ca B formeaza o baza a lui V.

Astfel, scrierea unui vector intr-o baza este unicd. Scalarii ce apar in aceastd reprezentare poartd numele de
coordonatele vectorului X in raport cu baza considerata.

Vom nota prin [)_c] » » coloana coordonatelor lui X 1n raport cu baza B.

Daca )_c:a151+a252 +...+a"5n si B:{EI,EQ,..,a } este o bazd pentru V, atunci al,az,...,a

n

" sunt

coordonatele lui X in raport cu baza B.



Exemple:
1. In R’ fie baza B={e,.e,}, & =(1,0)si &,= (0,1) si X €R?, x=(4,3). Cum X =4e, + 3e, coordonatele lui

X inbaza B sunt 4 si 3.

2. In R? fie baza B = {fl,fz}, ]_"1 = (1,1), ﬂ =(1,2) si x=(4,3). Deoarece x = 5]7l —fz , coordonatele lui X in

baza B sunt 5 si -1.

3. Fie P, spatiul vectorial al polinoamelor cu coeficienti reali, de grad cel mult n-1. Mulfimea elementelor 1, ¢, ...,

t"" formeazi o baziin P .

Coordonatele unui  polinom PA=a’t"  +alt" v +a"?t+a™  sunt  coeficientii  polinomului,

Daci se considerd o altd bazi, fie aceasta 1, t-t,....., (tt,)"", conform formulei lui Taylor, polinomul P(¢) poate fi

scris:

o) (t—to)+...+£(to)(f—’o)r1

P(O=P(t, )+ T (1]

Rezulta ca in raport cu aceasta baza, coordonatele lui P(¢) sunt:

Pnfl (t )
P(t,),P'(ty), ooy ———=.
Pl s
< I 0 0 1 0 0 0 0 _ _ .
5.In M, (R):> A = , A, = , Ay = , 4, = , formeazd o baza caci sunt evident liniar
0 0 0 0 1 0 0 1

a b

independente, iar pentru orice matrice 4 € M, (R), avem: 4 = ( J =ad, +bA, +cA, +dA,, adica ele formeaza si
c

un sistem de generatori pentru M, (R) Coordonatele lui 4 in aceastd baza fiind tocmai elementele sale: a,b,¢,d.

I.4. Schimbarea coordonatelor unui vector la o schimbare a bazei
Fie (V, K) un spatiu vectorial de dimensiune #n, iar B = {51 ,€y,...€, }, B'= {fl,fz,...,fn} doud baze pentru V.
Consideram un vector arbitrar X e V ce are urmatoarele scrieri in cele doua baze:

X= xlél +..+x"e,, xleK,i=ln ,respectiv

x=pfi+.+p"f,, BeKi=1n.
Ne propunem si gasim relatia de legatura intre coordonatele x’, ..., x" si S ! e B
Deoarece B este bazd pentru V, iar fk eV, k= L_n , atunci fie:

j;k :allcEl +...+a;€l€n, k:I,_n,

scrierea acestor vectori In raport cu B.

Matricea ce se obtine scriind coordonatele vectorilor fk ,k=1,2, .., ninbaza B, pe coloane este:
1 1 1
a)  a, ap
2 2 2
M=l ap
n n n
ap  a, ay



Aceastd matrice se numeste matricea de trecere de la baza B la baza B' .

Avem: X i J_‘:kzn;k
k=1 = i

n n n

aje; (=2 | Y Blag e
1

i=l \k=1

n
.. <. i i ok . T
De aici rezulta: X —Zakﬂ ,(V)l—l,n,
k=1

adica:

xl =a11ﬁ1 +a£[)’2 +..,+a,11ﬁn

x2 = azﬂl +a2ﬂ2 +...+a2ﬂ2
1 2 n
n_ _npl np2 n pn
—alﬁ +a2ﬁ +..taypf
sau in scriere matriceala:
xl ﬂl
x2 ﬂ2
=M. ,
xi’l ﬂi’l
adica [)_c] =M - [)_C]B, . Aceastd egalitate este echivalenta cu egalitatea: [)_c] =M [)_c] I

Aceastd egalitate se numeste formula de schimbare a coordonatelor unui vector cdnd se trece de la baza B la baza B'.
L.5. Lema substitutiei si aplicatii

Teorema L.6. (Lema substitutiei) Fie (V,K) un spatiu vectorial de dimensiune finitd n si fie B = {El ,€y,...€, } 0

. L= - [ — — ] . . . .
baza pentru V, iar X = X e +.+ xlel- +...+ x”en , x'e K,i= l,n , un vector din V. Atunci au loc urmdtoarele

afirmatii:

1) B'= {El peees €15 X, Ei+1>"'>en} este 0 noud bazd pentru V dacd si numai dacd x' #0.

2) Daca a —a el +..4+d e +...+a" e a EK i=1,n , este un alt vector din V, atunci coordonatele

al,...,a" ale vectorului @ in baza B' = {El,.. € 15X,€, 115 }Sunt date de formulele:
—
al =—
xl
ki
x"-a . —
ak =a* - > pentruk i, k=1,n.
X

Aplicatii ale lemei substitutiei
Dintre cele mai importante aplicatii ale lemei substitutiei amintim:
e aflarea coordonatelor vectorilor in diferite baze;
e aflarea inversei unei matrici;
o aflarea rangului unei matrici;

e rezolvarea sistemelor liniare;



Exemple:

1. Sa se calculeze inversa matricei A4 =

NS S
W == W
S o o=

Notand cu ay,a,,as coloanele matricei 4 avem:

1 4 a | I3
e; 213 1 ]1 00
_|@ .
& 1 120010
e 2 3 01]0 01
o a a
a |1 32 12112 0 0
~la o 32|-y2 1 0|
o 0 -1 -1 01
_ 67l 672 673 671 672 53 A_l
a |l 0 5 |-1 3 0 a 1 00 |—-6 3 5
== =
a|0 1 -3 11 =20 a| 01 0 |4 -2 -3
e3 |00 |-T]|-1 0 1 G|l 001 |1 0 1
-6 3 5
Astfel obtinem: At =l 4 -2 -3
1 0 1

2. Deoarece rangul unei matrice poate fi definit ca numar maxim de coloane sau linii liniar independente, se poate

folosi lema substitutiei la calculul rangului unei matrice. De exemplu, pentru calculul rangului matricei

01 1 -2
A=|2 3 3 -6 avem:
2 2 2 -4
q ay a3 ay a_ay ay ay
al 0 T 1 -2 [glo 1] 1 -2
a|[2] 33 -6 | |1 3/2 3/2 -3
a2 22 -4| |glo -1 -1 2
a @ @ a
o] 01 1 -2
lal 100 0
50000 0

Au fost introduse doud coloane in noua baza, deci rang A=2.

3. Lema substitutiei se poate folosi si la rezolvarea sistemelor liniare. Sa se rezolve sistemul:
X +2x, +x;—x, =1
2%, —xy, +x3—x, =3

—-x;, = 7x, =2x;+2x, =0

A . . PR 1 2 4 . .
Notand cu L=(1,3,0)' coloana termenilor liberi si cu a', @*, a’,a* coloanele coeficientilor necunoscutelor avem:



a 52 6_13 6_14
2 2 1 -1
a2 -1 1 -1
& | -1 -7 -2 2

ag 52 53 E4L
a1 2 1 -11

Tle o [=5] -1 1 1|7

&al0 -5 -1 1 1

S W o~

a, a a; a| L
1o 2 3|7
a 5 5|5
_ 11 1
| 01 = —= |-
5 5| 5

sl 000 0 |o0

Matricea sistemului are rangul 2, ca si matricea extinsa, si deci sistemul este compatibil nedeterminat,
necunoscutele principale fiind x; si x,.
Solutia sistemului este:

1 1 1 7 3 3
x4:a,x3:ﬂ,x2:—g+g0{—gﬂ,xl:g+§a—g, a,ﬂeR.

1.6. Subspatii vectoriale

Fie (V,K) un spatiu vectorial.

Definitia 1.9. Spunem ca Vi cV, V) #Q este subspatiu vectorial al lui V, dacd este spatiu vectorial fata de

aceleasi legi in raport cu care V este spatiu vectorial.

Propozitia 18. V, C V.V, # @ este subspatiu liniar al lui V dacd si numai daca (V)a, B e K si (V)X,y €V, are

loc ox+pyeV,.

Exemple:
1. Fie V=R". Atunci V| = {(xl,...,xn)e R"/x = O} este subspatiu vectorial al lui R".
2. Multimea M = {A eM,(R)/ A=A } este subspatiu vectorial al lui M, (R) numit subspatiul matricelor simetrice.
3. Multimea matricelor antisimetrice, M = {A eM, (R)/ A=-4' }, este subspatiu vectorial al lui M, (R).
4. Fie V un spatiu vectorial peste K. Atunci, multimile {6} si V sunt subspatii vectoriale ale lui V, numite subspatii
improprii.
Propozitia 1.10. Fie (V,K) un spatiu vectorial cu dim V=n si V; un subspatiu vectorial al lui V. Atunci dimV, <n .

Justificarea este imediata si se bazeaza pe Propozitia 1.5

Observatia 1. 9. Daca V este spatiu vectorial peste K de dimensiune finitd n, iar V| este un subspatiu vectorial
al sau cu dimV=n, atunciV| =V .

Observatia 1.10. Oricare ar fi {51 yeees €y }C V', mulfimea L(E1 ,...,Em) este subspatiu vectorial al lui V.



L.7. Operatii cu subspatii vectoriale

Fie V un spatiu vectorial si V7, V; doud subspatii vectoriale ale sale. Notam:

def
Vi+V, = {5 + 5%, eV, 5ix, eV,

def
ViV, ={reV[xer sixel,)

Teorema L.8. V,+V,si VNV, sunt subspatii vectoriale ale lui V.

Observatia 1.12. Teorema precedenta poate fi generalizata astfel: o sumd finitd de subspatii vectoriale ale
aceluiasi spatiu vectorial este subspatiu vectorial §i o intersectie finita de subspatii vectoriale ale aceluiasi spatiu

vectorial este subspatiu vectorial.

Observatia 1.13. Reuniunea a doua (sau mai multe) subspatii vectoriale nu este in general, subspatiu vectorial.

Justificarea acestei afirmatii se poate face pe baza urmatorului contraexemplu.

def
Avem: V, UV, ={)_C€V|)_C€V1 sau)_ceVz}

Consideram V'=R’. Alegem urmitoarele doua subspatii vectoriale:

V. ={(x,0)/xe R}si V, ={0,x)/x € R}.

Vectorul (1,0)e V;, vectorul (0,1)eV,, dar suma lor (1,0)+(0,1)=(1,1) nu apartine lui V; UV, .
Tot de aici se poate observa ca in general, ¥, UV, este diferitde V, +V, .

Definitia 1.20. Fie V; si V, doud subspatii vectoriale ale spatiului vectorial V. Spunem ca V este suma directd
de V; si V, daca fiecare vector din V se scrie in mod unic ca suma dintre un vector din V; si un vector din V,, si notam

V=V, @v,.

Exemple:
1. Fie V=R, V1={(x,,0)/x, € R} si ¥, ={(0,x,)/x, € R}. Atunci B*=V, @ V.

Definitia 1.21. Daca V=V, @V, si X=X, +X,, X, €V,,x, €V,, vectorul x, se numeste proiecfia lui X pe
subspatiul V,, paraleld cu V>, iar vectorul X, se numeste proiectia lui X pe subspatiul V,, paraleld cu V).

Teorema 1.12. Dacad V este un spatiu vectorial de dimensiune finita n, V; si V, doud subspatii vectoriale ale

lui V, atunci V=V;® V, daca si numai daca au loc relatiile:
DVinV,= {6}
2) dim V; + dimV, =dim V.
Teorema 1.22. (teorema dimensiunii sau formula lui Grassmann)
Daca V; si V, sunt subspatii vectoriale ale spatiului vectorial finit dimensional (V,K) atunci:
dim(V;+V,)=dimV;+dimV,-dimV; ~ V;,
Propozitia 1.11. Daca V este un spatiu vectorial peste K, de dimensiune finita n si V;, V, sunt subspatii
vectoriale ale lui V astfel incat dimV, +dimV, > n,atunci V, "V, # {6}
Demonstratie:
dim(Vl + Vz): dimV, +dimV, — dim(Vl N Vz). Dar, V| +V, este subspatiu vectorial al lui V" deci dim(Vl + VZ)S n si
relatia anterioard devine dimV, +dimV, <n+dim(V, nV,) Tindnd seama de ipotezd putem  scrie:

n <dim¥, +dimV, < n+dim(V;, NV,).

Rezulta dim(V; +,)> 0, deci V, A = .
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1.8. Probleme rezolvate

1) Si se determine in spatiul R *, subspatiul format din solutiile sistemului omogen:

X, +x, +4x, +5x, =0

X, =X, +3x; +2x, =0

X, +5x, +18x, —19x, =0
3x; +5x, +19x, - 22x, =0

Solutie:

1
#0.

Determinantul principal al sistemului este D ,= ‘1

Rezolvam sistemul format din primele doud ecuatii In raport cu x; si x,- necunoscutele principale. Se obtine

1 7 . 7 3
X, =——X, —Ex4 si x, :—Ex3 —Ex4
. N . . 1 7 7 3 . .
Astfel, o solutie arbitrara a sistemului dat este —Ea—zﬂ,—za—gﬂ, a,f| cu a, BeR, iar spatiul

solutiilor sistemului este

2 2
wie 7. -(-1 a0} (-1-L0a).

2) In R’ avem baza a,=3,L-1), a, =(12,-2), a5 =(2,-13) si vectorul x =2a; +3a, —asz. Se cere sa se

V:{(—la—lﬂ,—%a—%ﬂ, a,/)’j/%ﬂeR}:L(ﬁlﬁz)a

calculeze coordonatele lui x fata de baza B = {b_l,lgz,l%}, unde

b, =2a, —a, +a,

S
)
I
I
+
8|
)
[
Q|
S

b, =3a, +3a, +a,.
Solutie:

Determinam matricea de trecere de la baza {El ,a, ,53} la baza {El ,b, ,53 } Avem:

2 1 3
A=|-1 1 3|,cudetd=12si
1 -1 1
1 0 .1 0 2 .
303 33 3
(A)_I: r 1 3 = )_C]B_ r_1t 3 3 |= 7 , adica
3 12 3 12 4 6
o L1 o L 1 1
4 4 4 4 -0 (2
f:—ll;l +ll72+ll73.
3 6 2

3) Sa se precizeze dependenta liniara a urmatoarelor sisteme de vectori:
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a) 6_11 = (1723_1)3 a2 = (_17032)3 a3 = (13631) din R’ .
b) @ =(121), @ =(-114), a;=(215)dinR’.
o) a =(1-10), a;=(-L-L1), a3=(12L1), a4=(-LL0,)) dinR*.
Solutie:
a) Fie A'a, + %@, + Xa; =0
A-2+2=0
Obtinem sistemul: 22 +624 =0
A2+ =0

1 -1 1
A=[2 0 6=4+6-12+2=0
-1 2 1

Rezultd ca vectorii { a;,a,,a3} sunt liniar dependenti. Sd determindm relatia de dependenta liniara. Sistemul este

compatibil nedeterminat. Rezulta

A =-3a,4) =2a,13=a,a R

Pentru o =—-1= 3a; +2a, —as = 0, iar aceasta reprezinta o relatie de dependenta liniara intre cei trei vectori.

Observatie. Pentru a stabili rapid dependenta liniard a unui sistem de » vectori din R", dati prin coordonatele
lor intr-o baza, este suficient sa calculam determinantul ale carui coloane reprezintd coordonatele acestor vectori. Daca

determinantul este diferit de zero vectorii sunt liniar independenti, altfel, ei sunt liniar dependenti. Mai mult, ei formeaza

obazialui R", deoarece dimensiunea lui R" este n.

1 -1 2
b)yA,=2 1 1|=5+16-1-2+10=0
1 4 5

Astfel vectorii {@,,a,,a3} sunt liniar independeti. Deci, ei formeazi o bazd in R® deoarece numdrul lor coincide cu

dimensiunea spatiului vectorial R* .

¢) Analog vectorii { a;,a,,a3,a,} sunt liniar independenti pentru cd avem:

1 1 1 -1
1 -1 2 1
#0.
-1 -1 1 0
0o 1 1

3
4) InR sedauvectorii a; =(-1,-12), a, =(0,1,-1), a3 =(2,1.1), a4 =(-1,-1,7)
a) S se arate ci sistemul S={a,,a,,a3,a, } este un sistem de generatoriin R’ .

b) Sa se extragd din S un subsistem, S’, care sa constituie o baza din R 3,
Solutie:

a) Fie )_ceR3, x=(x1,x2,x3)eR3. Sa aratam ca exista scalarii al,az,a3,a4eR, astfel 1incat
x=x =a'a +a’a, +’ay + a*ay.

Identificand componentele de acelasi indice, rezulta:
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X =—a'+20° - a*
(s): Xy =-a'+a?+a’-a*
X3 =2a'-a® +a’ +7a*
-1 0 2 -1
Se observa ca matricea sistemului este A=| -1 1 1 -1 sirangul ei este 3.
2 -11 7

-1 0 2

Existd determinantul A=|-1 1 1|=-1+2-4-1=-4%0

2 -1 1

Deci, sistemul (s) cu necunoscutele al,az,a3 ,a4 este compatibil simplu nederminat. Deci, orice X € R> se scrie ca o
combinatie liniara de vectorii @,,ay,a3,a,, adica R® = L(a,,a@y,@3.a4) .
b) Vectorii { a;,a,,as } sunt exprimati In baza canonica:

012—51—524'223, 6_12252—23, 53:2§1+22+E3.

-1 0 2
Determinantul coordonatelor este |—1 1

1| # 0, rezulta ca sunt liniar independenti. Dimensiunea spatiului liniar R’
2 -1 1

fiind 3, rezulta ca ei formeaza o baza a acestui spatiu.

5) Fie spatiul vectorial R* si vectorii @, = (2,1,-1), @, = (1,2,]), a3 =(3,0,3).

a) Sisearate cd {a,,a,,a3} constituie o baziin R’ .

b) Seda vectorul x=(1,-1,4),4 € R. Sa se determine A, astfel incat { a;,a,,x} s constituie o bazd in R 3

c) Si se gasescd matricea de trecere de la baza B = {a;,a,,a3} la B,={ay,a,,Xx}.

Solutie:

a) Se verificd faptul ca determinantul corespunzator este nenul.

2 13

A=|1 2 0=1243+6-3=18=0, deci{aj,ayaz} formeazi o bazain R°.
-1 1 3

b) Este suficient ca determinantul corespunzator sa fie nenul, adica

2 1 1
A=|1 2 —1=0.
-1 1 A

Rezultaca: 44 +1+14+2-A+2=31+6=20=> A1 = -2.

c) Pentru a determina matricea de trecere de la B, la B,, exprimdm vectorii din baza B, in raport cu baza B, si
obtinem:

671 21'514-0‘6_12 +0-

=l

672 :O'El+l'c72 +0-

=l

x=Aa + Aa, + 2a

Determinam coordonatele luix 1in baza {a;,a, a3}
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1=22"+ A2 +32° 1+2

1= +2 = . , = ") 4 /1,:
1= +A  —4-
A=A+ 243 e e
ﬂ,l 1+ 4
= gl 2
de unde 3 ,:/13:1 24 -4 :2 4
/12_—4—/1 3 6
6
)_C_1+/1__4+/15 2—/1a
37 6 P e
1 0 1+4
3
Matricea de trecere de la B, la B,este L=|0 1 _446_/1 .
00 2-4
6

6) In spatiul vectorial R® se considera baza Bi={ay,ay,a3} R3, unde a; =(2,-1,2),a, =(1,-1,2),a5 = (0,3,2).
Se cere:
a) Sa se gaseascd coordonatele vectorului x =(-1,2,3) in baza B, ;
b) Sasearateca B, = {131,1;2,1;3}, unde 1;1 =(0,—1L1), 1;2 =(2,1,1), 133 =(-1,2,1), este o noud baziin R"’.
c) Sa se determine coordonatele lui X in raport cu baza B ,.
Solutie:

a) Verificim faptul cd { @, a,,a;} este o baziin R” .

2 1 0
Avem |-1 -1 3|=0.
2 2 2

Utilizam formula [x] B, = (A)_1 [x] 5 unde B reprezintd baza canonicd a lui R’, iar

2 -1 2
A=|1 -1 2|
0 3 2

Se obtine: )?——EE +2c7 +Zc7
: g it 2t gds

b) Se calculeaza

0 2 -1 |0 2 -1
1 1 2(=l1 2 3|=—(6+2)=-8=0.Rezulta ca vectorii b_l,l;z,l% sunt liniar independenti si formeaza o baza
-11 1| |-1 0 O

inR>.

¢) Avem formula [)?]32 = (A')fl[)_c]  , unde

S
[\

-1
A=|-11 2 :>7c=-§131+11§2+3173.
: 47 47 2

—_—
—_—
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7) in spaiul vectorial M,(R) sed worii: @ =2 Na=["! YNa=? Na=[®?
n spatiul vectoria S€ dau vectori: ay; = ,dy = ,ady = ,dyg =
P 2 o 327 (s 17 (3 2/ 1o 1

1 -1
Six = (2 { j scrigi intr-o baza oarecare.

a) Sdse arate ca B={a;,a,,a3,a,,} este o bazd ian(R).
b) Sa se determine coordonatele vectorului x in baza B.
Solutie:

a) Verificdm daca vectorii a;,4a,,a3,a, sunt liniar independenti.

Consideram /116_11 + /12572 + /13573 + /14574 =0.

(2 =1y (-1 0) (7 1) 40 2) (0 0
Rezulta A + A +A +A =
0 3 5 1 3 2 0 1) (0 o0
2273 =0
A A +220 =0

SP2+32° =0
A+ 222 224 =0

Rezulta

S-a obtinut un sistem omogen care admite doar solutia banala, deoarece determinantul sistemului este diferit de zero.

Avem intr-adevar:

2 =170 PR -170
1 9 4
“1 0 1 2|0 -1 9 4
A= = =2[5 3 0/=2(-21+150-315)%0
0 5 30 10 5 30
1 57
31 2110 1 57

Rezultd ca vectorii a;,a,,a3,a, sunt liniar independenti.
Cum dimensiunea spatiului vectorial M, (R) este 4, rezultd ca {a;,a,,a3,a,} formeaza o baza in spatiul vectorial
considerat.

b) Fie X = aa; + fa, + yay + oay, . Din identificarea componentelor de acelasi ordin, rezulta:

20-F+Ty =1
—a+y+20=-1
5+3y=2
3a+p+2y+0=0

Sistemul este compatibil determinat deoarece determinantul este nenul, si ca urmare a aplicarii formulelor lui Cramer

obtinem:
_ 5 _ 71 _ 47 _  45_
X=———aj+——ay+——a3———ay.
248 248 248 62
< . o A . _ (1 0y _ (2 1)_ (0 =1} _ .
8) Sa se determine o, PR astfel incat matricele a; = , ap = ,a3 = s fie liniar
a 1 1 g 1 2
independente.
Solutie:

Consideram /1161 + /1252 + 23 a3 = 0 si impunem conditia ca sistemul ce se obtine si admita doar solutia banala.

Sistemul ce se obtine este:
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A +222=0
-2 =0
A+ 22+ 2 =0
Ay pi?+22 =0
Sistemul este omogen, are 4 ecuatii si 3 necunoscute; pentru ca acest sistem sa admita solutii, matricea sistemului trebuie

sa aiba rangul 3.

1 2
1 2 0
Avem: A= 01 - =10 1 -1|2z0=>1-2a+1#0=>a#1 sau
Cll [13 a 1 1
1 2 0
=0 1 -1#20=>2-2+#0= f#0sau
1 g 2
0 1 -1
=l 1 1|20=-af+1+1-20%0
1 g 2

a(f+2)#2=pentrua =1, =0= a(f+2)=2, deci rangul nu mai este trei

Daca a #1, rangul matricei este trei, dacd f =0, la fel, si sistemul are doar solutia banala, A== 0, adica

vectorii {aj,a,,az} sunt liniar independenti. Dacd o =1, =0 rangul matricei 4 este 2, deci sistemul admite si alte

solutii, astfel ca vectorii nu mai sunt liniar independenti.

9) Sedauin R> vectorii @ = (— 2,1,1), b= (O,—I,Z), c = (— 1,—1,0) Constituie acestia o baza pentru R*?
Solutie:
Ca acesti vectori sd formeze o baza, determinantul matricei formate cu coordonatele lor in baza canonica trebuie si fie

#0. Avem:

-2 3 -1
1 2 —-1=0+1-3-0+2+2=2+#0.
1 -1 0

Astfel, vectorii considerati formeaza o baza in R,

10) Folosind lema substitutiei, sa se rezolve sistemul:

2x—y+z=2
x=2y+z=-1
-3x+y—-2z=-3

Solutie:

Suntem in R*. Notim cu ay,a,,as vectorii din R’ formati cu coeficientii necunoscutelor din sistem si cu L

vectorul termenilor liberi. Scriem tabloul corespunzator si aplicAnd lema substitutiei avem:
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e 2 -1 | 2
o 1 -2 1 -1
e -3 1 -2 -3

ay 2 -1 2
e -1 -1 0 -3
e || -1 1
a; 0 1 0

S
o
—_ O
—
|
—_

a, 0
a, 0 0 2
Solutia sistemuluieste x =2, y =1,z =—1.
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I1. APLICATII LINIARE
I1.1. Aplicatii liniare-definitie, exemple, proprietati. Nucleul si imaginea unei aplicatii liniare

Definitia I1.1. Daca X,Y sunt spatii vectoriale peste corpul K atunci aplicatia U : X — Y se numeste aplicatie

liniard (sau morfism sau homomorfism de spatii vectoriale )daca:
D) URE+y)= U()_c) + U()_/), (Y)X,¥ € X (proprietatea de aditivitate)
2) U(af) = aU()_c), (V) aek, (V) X € X (proprietatea de omogenitate)

Propozitia I1.1. Fie X 5i Y doua K spatii vectoriale. Atunci U : X — Y este aplicatie liniara daca si numai daca

are loc relatia:

Exemple:
1. Aplicatia f:R— R, f(x)=ax,a € R, este liniard, pe cand g:R > R, g(x)=ax+b,a,b € R ,b#0, nu mai

este o aplicatie liniara.
2. Aplicatia U : C[a,b] - R, U(f) = j:f(z)dz unde Cla,b]=1{s:[a,b]— R|/ functic continua, este liniara.
3. Fie P,(R) spatiul polinoamelor cu coeficienti reali de grad cel mult n.  Aplicatia
U:P,(R)—> P,_;(R), U(P)=P',unde P’ este derivata polinomului P, este liniara.
Propozitia I1.2. Daca U : X — Y este aplicatie liniard, atunci au loc:
HUO0x) =0y,

i U(-x)=-U(X), (V)xeX,

n n o
iii) U(Z a[)_cl} =>a'U(%). (V)a'eK,5eX,i=1n.
i=l i=l1

Definitia I11.2. Fie U : X —> Y aplicatie liniara. Definim:

def _
-nucleul aplicafiei liniare U prin KerU = \x € X‘ ‘U()_C) =0y }

def
-imaginea aplicatiei liniare liniare U prin InU = {} € Y| |(EI))_c € X astfel incat y = U()?)}.

Propozitia I1.3.
1) Ker U este subspatiu vectorial al lui X.
ii)Im U este subspatiu vectorial al lui Y.
Teorema IL.1. O aplicatie liniard U : X — Y este injectiva dacd si numai dacad Ker U = {OX}

Teorema 11.2. O aplicatie liniard injectiva duce un sistem de vectori liniari independenti intr-un sistem de

vectori liniari independenti.

Teorema I1.3. Fie X si Y spatii vectoriale peste K, dimX =n<ow.Daca U:X — Y este o aplicatie liniara

atunci:

dim X = dim KerU +dimImU .

Definitia I1.3. Dimensiunea subspatiului Im U se numeste rangul aplicatiei liniare U, iar dimensiunea

subspatiului Ker U se numegte defectul aplicatiei liniare U.
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Observatia I1.1. Aplicatia liniara U : X — Y este surjectiva daca si numai daca ImU =Y.

Propozitia 11.4. Dacd aplicatia liniard U :X —Y este bijectivd, atunci si inversa sa U™ :Y — X este

aplicatie liniard.
I1.2. Izomorfisme de spatii vectoriale. Spatiul vectorial Hom (X,Y)

Definitia 11.4. Doud spatii vectoriale X si Y se numesc izomorfe daca exista U : X — Y aplicatie liniara si
bijectiva, iar U se numeste in acest caz izomorfism.

Fie X, Y doua spatii vectoriale peste K de dimensiuni finite #, respectiv m.

Teorema I1.4. Fie B = {a’§2""’§n} o bazd a spafilui vectorial X, iar f,, f,,..., f, vectori arbitrari din Y.

Atunci existd o unica aplicatie liniara U : X — Y, astfel incat U(El ) =f,i=Ln.
Consecinta. O aplicatie liniara U : X — Y este complet determinata daca se cunosc imaginile U (El ), i=lLn

ale vectorilor unei baze B = {El,Ez,...,En} alui X, prin U.
Teorema ILS5. (feorema izomorfismului)

Doua spatii vectoriale X si Y de dimensiuni finite sunt izomorfe daca si numai daca dim X=dim Y.
Consecintd Orice K-spatiu vectorial n-dimensional este izomorf cu K"

Fie X Y doua spatii liniare peste corpul K.

Definitia I1.5. Notam prin Hom(X,Y) ‘Z{U X - Y| |U aplicatie liniara } mulfimea tuturor aplicatiilor
liniare definite pe X cu valori in Y. Uneori aceasta multime se mai noteaza gi cu L(X,Y).
Daca X=Y, atunci o aplicatie liniara U : X — X se numeste operator liniar (sau transformare liniara sau
endomorfism).
Notam prin End(X) = {U X > X| |U aplicatie liniard} multimea tuturor operatorilor liniari definifi pe
spatiul vectorial X.
Daca in plus, un endomorfism este bijectiv el se numeste automorfism.
Notam prin Aut(X) = {U.'X - X| U liniara si bijectiva} multimea tuturor automorfismelor definite pe X.
Teorema I1.6. Multimea Hom (X,Y) formeaza un K spatiu vectorial in raport cu operatiile:
+: Hom(X,Y)x Hom(X,Y) > Hom(X,Y)
(U+V)(%)=U(X)+V(X), (V)U,V € Hom(X,Y),(V)X e X ;
- K x Hom(X,Y) —> Hom(X,Y)
(A-U)x)=AU(X), (V)U € Hom(X,Y)si(V)AeK.
Teorema I1.7. Fie XY spatii vectoriale peste acelasi corp K, de dimensiuni finite m,respectiv n. Atunci dim

Hom(X,Y)=n m.

I1.3. Descrierea unei aplicatii liniare intr-o pereche de baze
Fie X si Y spatii vectoriale peste K, de dimensiuni finite, dim X=m, dim Y=n, U : X — Y o aplicatie liniara, si fie
B = {El,...Em } o baza pentru X si B, = {J_‘l,...,fn} o baza pentru Y. Deoarece U(E,.)e Y,i=1,m,, acesta se va scrie in

mod unic ca o combinatie liniard a vectorilor bazei B,:
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m
. . n — i— .
Fiex € X, cu scrierea sa in baza B;: X = E X'e;. Atunci:
i=1

i=l1 j=1 j=1

n
Dar U()_c) €Y sideci el va admite o scriere in raport cu By: U()_c) = ZUij
j=1

m
Cum scrierea unui vector intr-o bazi este unici, vom avea: r’/ = Zai] x' (V) j =1,n, adica:

i=1

1 1 1 X
2 o o Oy 2
2 2 2
0!1 a2 am
* n n n
n al 0!2 . am m
n X

Folosind scrierea matriceala: [U (f)]Bz = A(Bl‘ B,)" [J_C ]Bl .
Cand bazele B,, B, sunt fixate atunci ele se omit din scrierea anterioara si vom avea:
v@l=4-[] (vjxex
Definitia 11.6. Matricea A€ M (n,m,K) ce contine pe coloane coordonatele in baza B, ale imaginilor

vectorilor bazei B; prin intermediul aplicatiei liniare U se numegste matricea asociatd aplicatiei liniare U in raport cu

bazele B, si B, .
Exemple: Fie U: R?® > R? definita prin U()_c): (le —x3,xl +4x? —x3), oricare ar fi x = (xl,xz,x3)e R?
(vectorii fiind scrisi in raport cu bazele canonice din spatiile vectoriale R} , R,

Evident U e Hom(R3,R2). Deoarece U(El ) = (2,1), U(EZ): (0,4) U(g ) =(~1,~1) matricea aplicatiei U in raport cu

2 0 -1
A=
(1 4 —1)

Observatia IL.2. Daca U : X — X este un operator liniar si dim X=n, atunci fata de o baza din X, lui U ii

bazele canonice este

corespunde o matrice pdtraticd de ordinul n.

Observatia I1.3. Fie U: X - Y i V: X =Y douad aplicatii liniare iar B, si B, baze pentru X, respectiv Y.

Daca matricele asociate aplicatiilor liniare U si V, in raport cu aceste baze, sunt A, si respectiv B, atunci matricele
aplicatiilor U + V si A U, in raport cu aceleasi baze, sunt A+B, si respectiv AA4.

Teorema I1.8. Fie X, Y, Z spatii vectoriale peste K, de dimensiuni finite, dimX=m, dimY=n, dimZ=p, B, B,,B;
baze pntru X, respectiv Y si Z, iar U:X =Y, V:Y > Z aplicatii liniare, cu A=(Otj.) e M(n,m,K) matricea

asociatd lui U in raport cu bazele By,B,, iar B=(f") € M (p,n,K) matricea asociatd lui V in raport cu bazele
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B,,Bs. Compunerea (produsul) aplicatiilor U §i V, in ordinea VU, este tot o aplicatie liniard definitd de matricea

produs BA e M(p,m,K), in raport cu bazele By, Bs.

I1.4. Schimbarea matricei unei aplicatii liniare la schimbarea bazelor

Teorema IL9. Fie U X— Y o aplicatie liniara de spatii vectoriale finit dimensionale, dim X=m, dim Y=n. Fie

B, = {El,...,Em} si B'|= {E'l ,...E’m} bazein X si B, = {fl,...,fn }, B, = {j;’l ,...,]_”n} baze in Y, iar L = (/1’1) I<i<m  §1

1<j<m

M = (,u;?) I<h<n Matricile de trecere de la baza B, la baza B’), respectiv de la baza B, la B’, . Fie de asemenea
1<k<n

A= (a[h) \<h<n Matricea asociata aplicatiei liniare U in raport cu bazele B si B, iar B = (ﬂf) \<k<n Mmatricea lui
1<i<m 1<j<m

U in raport cu bazele B’; i B’,. Atunci B=M"'AL.

Consecinta. Daca A si B sunt matricile corespunzatoare operatorului liniar U : X — X in douad baze diferite B
si B’ din X, atunci B=L"AL, unde L este matricea de trecere de la baza B la baza B’.

Observatia I1.4. Rangul matricei unei aplicatii liniare U :X — Y se conserva la schimbarea bazelor in cele
doua spatii vectoriale.

Definitia I1.7. Rangul unei aplicatii liniare U : X — Y coincide cu rangul matricei asociate in raport cu doud
baze arbitrare din X, respectiv Y.

Definitia IL.8. Fie X un K spatiu vectorial si U:X — X un operator liniar. Un subspatiu vectorial S al lui X se
numeste invariant fata de U dacd pentru orice x € S avem U(X) € S (altfel spus U(S) < S).

Exemple: Subspatiile improprii {6 X} si X sunt invariante fatd de orice operator liniar U: X — X .

Propozitia IL.5.

i) Suma unui numar finit de subspatii invariante datd de un operator liniar este un subspatiu invariant fata de

acel operator liniar.

ii) Intersectia unui numar finit de subspatii invariante fatd de un operator liniar este un subspatiu invariant
fata de acel operator liniar.

Teorema I1.9. Fie S un subspatiu vectorial al lui X si B = {El,...,Ep} un sistem de generatori pentru S. Atunci, S

este invariant in raport cu operatorul liniar U:X — X daca si numai daca Ule,) € S (V)i =1, p.

I1.6. Valori si vectori proprii

Fie X un spatiu vectorial peste K si U:X — X un operator liniar.

Definitia I11.9. Un scalar A€ K se numeste valoare proprie a operatorului liniar U daca exista un vector
XeVUx=0,0 astfel incatU ()_c): Ax . Vectorul X se numeste vector propriu pentru operatorul U corespunzdtor
valorii proprii A .

Propozitia 11.5. Daca X este un vector propriu pentru operatorul U corespunzator valorii proprii A iarl]

aeK,a#0, atunci ax este vector propriu pentru U corespunzator valorii proprii A .
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Teorema I1.10. Fie X un spatiu vectorial peste K, de dimensiune finitd n i Az(a_l}-)e M, (K) matricea

operatorului U € End(X) in raport cu baza B = {El,...,én} a lui X. Atunci, un scalar Ay € K este valoare proprie

By(2)=det(4-a1,)  (*).
Teorema IL.11. Fie X un spatiu vectorial peste K, de dimensiune finita n si U € End(X). Daca AeM, (K) este
matricea operatorului U in raport cu baza B, §i B este este matricea lui U in raport cu baza B,, atunci
det(4 - A1,)= det(B—Al,,).
Definitia I1.10. Polinomul (*) se numeste polinomul caracteristic al operatorului liniar U, iar det(A - n):
se numeste ecuatia caracteristica a lui U .
Practic, pentru a determina valorile si vectorii proprii pentru operatorul liniar U € End (X ), cu X de dimensiune
finitd n, procedam astfel:
1. Se fixeaza o bazda B = {El,...,En} alui X;
2. Se scrie matricea A4 a operatorului U in raport cu baza B;
3. Determindm polinomul caracteristic £, (}L) =det(4- I, ) ;
4. Rezolvam ecuatia caracteristica det(4-A1,)=
Radacinile (in K) 44, 4,....,4,,, m < n ale acestei ecuatii sunt valorile proprii ale lui U.
5. Vectorii proprii corespunzatori valorii proprii A; sunt vectorii ale caror coordonate in raport cu baza B sut
solutiile nenule ale sistemului
(4-21,)x]=[0].
Exemplu: Fie U : C 35 C%un operator liniar care intr-o baza din (C 3.c ) este caracterizat de matricea:

1
A=]-1
1

S N =

1
1
1
Pentru a gasi valorile proprii §i vectorii proprii asociati procedam astfel:

1.Scriem ecuatia caracteristica |A - Al 3| =0.

1-4 1 1

-1 2-2 1 |=0

1 0 1-4
Obtinem (1-1)*(2-1)=0

2.Rezolvdm ecuatia caracteristica si gdsim valorile proprii: 4, =4, =1, 4, =2.
3.Pentru fiecare valoare proprie giisim vectorii proprii asociati rezolvand sistemul: (A - Al )[)_C ] =[0].

Pentru A =1 avem:

0 11
-1 1 1||x,|=|0|=> —x1+x2+x3:0:>{
1 0 0){x 0 x, =0

X 0 X, +x;,=0
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Deci vectorii proprii corespunzatori valorii proprii A =1 sunt de forma X = (0,x,,~x,)",x, € C . In particular,
pentru x, =1, (0,1,-1) este un vector propriu pentru A =1.
Pentru A =2 avem:
-1 1 1)(x 0 —X, +x,+x;=0
-1 0 1 ||x,[=]0|=<4—x+x,=0 :>{
I 0 —-1){x 0 X —x,=0
Deci (xl ,0,x ) cu x; € C este un vector propriu corespunzitor valorii proprii A =2 . In particular, pentru x,=1 ,
obtinem vectorul propriu (1,0,1).

Observatia ILI.5. Daca A este o valoare proprie a operatorului U € End (X ), atunci multimea vectorilor proprii

ai lui U corespunzatori valorii proprii A coincide cu multimea Ker(U -Al X )\ {6}, unde 1y reprezintd
endomorfismul identic al spatiului vectorial X.

Teorema 11.12. Vectorii proprii ai unui operator liniar U, corespunzatori la valori proprii distincte doua cdte
doud, sunt liniar independenti.

Consecinta Daca valorile proprii distincte doud cdte doud ale unui operator liniar U : X — X sunt in numar
de n=dim X, atunci vectorii proprii asociati acestor valori proprii formeaza o baza pentru X, iar matricea asociata lui

U in aceasta baza este:

L0 .0
a0 A0
0 0 . 2

unde A,,..A, sunt cele n valori proprii distincte.

Definitia II.11. Spunem ca un operator liniar este operator cu structurda simpla sau diagonalizabil daca existd o
baza in raport cu care matricea sa are forma diagonala.

Definitia 11.12. Multimea valorilor proprii ale unui operator liniar se numeste spectrul operatorului.

Teorema I1.13. Conditia necesara i suficienta ca matricea operatorului U € End(V) sa aiba forma diagonala
in raport cu baza B, este ca toti vectorii din B sd fie vectori proprii ai lui U.

Teorema 11.14.(Teorema Cayley-Hamilton)

Fie X un spatiu vectorial peste K de dimensiune finitd n si A matricea operatorului liniar U:X —> X In
raport cu baza B a lui X. Atunci F), (A)=5, unde 0 reprezinta matricea nuld de ordinul n. Altfel spus polinomul

caracteristic al unui operator liniar este verificat de propria sa matrice.
Observatia 11.6. Daca se cunoaste polinomul caracteristic, atunci din teorema Cayley-Hamilton putem

. -l . . . . " .
determina A, ca o suma de puteri succesive ale lui A, in felul urmator:

Alpod™ + p A 4t p|=—pd

n’

n—l
deunde A7'= LZ:piA("*l)f", cu p,=(-1)".

P izo

Definitia 11.13. Fie A;0 valoare proprie a operatorului liniar U. Mulfimea S; = {)_c eX, U()_c):/ij)_c} se

numegte subspatiul propriu asociat valorii proprii 1.
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Observatia I1.7. Subspatiul propriu S asociat valorii proprii A, reprezinta de fapt nucleul operatorului liniar
U- /1le si este deci un subspatiu vectorial al lui X.
Propozitia 11.6. Subspatiul propriu S; asociat valorii proprii A, are proprietdtile:
a) S, esteinvariant faja de U ;
b) dim S, =n—r,, n=dimX, r, = rang(A - ﬂ,jln);
¢) dim S; <m;, m;=ordinul de multiplicitate al valorii proprii 1.

Teorema IL15. Fie 4,, j =l,_k valorile proprii ale operatorului liniar U : X — X, unde dim X =n, si fie

m; ordinul de multiplicitate al valorii proprii /ﬂij, j=Lk. Pentru ca U sd fie diagonalizabil este necesar si

suficient cadim S, =m, j = L_k sim+m,+..+m, =n. In acest caz existd o bazi B < X fatd de care matricea

operatorului U are forma:

(A, ... 0 .. 0 .. 0 ... 0 ... 0|
0 .. A e 0 .. 0 .. 0 .. 0
0 .. 0 . A 0 . 0 . 0
S=|: : : : : F, (#H)
0 .. 0 . 0 .. A e 0 .. 0
0 0 :
0 .. 0 . 0 . 0 .. Y P 0
10 ... 0 . 0 . 0 .. 0 .. A |

unde A, figureaza de m; ori, j=1,k.
Observatia IL.8. [n condifiile acestei teoreme, spatiul vectorial X este suma directd a subspatiilor
S., j=Lk.

J’

I1.7. Probleme rezolvate

)FieU:C 2 _5 C? definit de formula

U(E)z[; :Dx

unde x = (6‘1,82 ) Sa se determine polinomul caracteristic, valorile si vectorii proprii si apoi sa se decidd daca este sau
nu un operator diagonalizabil.
Solutie:
Acest sistem are solutie nebanald daca si numai dacd A +1=10
-4 —-1-4
-1-1

Ecuatia caracteristica fiind =0 deducem ci valorile proprii ale operatorului U sunt i si —i.
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1+i 1-i

Inplus X, =| 2 |, X, =| 2 | suntvectorii proprii corespunzatori valorilor proprii i , respectiv —i.
1 1

Se observi ci matricea operatorului U 1in raport cu baza E = {)_Cl ,)_Cz} a spatiului liniar C 2 este diagonala:

o)

1 10
2)Fie U: RS PR operatorul liniar care in baza canonica din R® are matricea A=|-1 2 1
1 0 1

Sé se determine valorile §i vectorii proprii pentru operatorul U .
Solutie:
Ecuatia caracteristica a operatorului liniar U este:
1-4 1 0
|[A-2L|=|-1 2-2 1 |=0,
1 0 1-4

si are o singurd rddacind reala (deci o valoare proprie) /11 =72, iar un vector propriu corespunzitor este

% =(LL1).
4 00
3)Fie 4=|0 1 3 |matricea operatorului liniar U : R — R> in raport cu baza canonicd (El ,€,,8; ) Sa se arate
0 31

cd A este diagonalizabila si sd se determine o baza fata de care matricea Iui U are forma diagonala.
Solutie:
P (A)=-(A-4)(1+2)
Valorile proprii ale operatorului liniar U sunt 4, =4, 4, =-2 cu m; =2, m, =1.

Subspatiul propriu asociat lui 4, =4 este S, = Ker(U —-4] )

Avem:
0 O 0 Y ¢
0 -3 3 |& |=0
0 3 =-3)\e&

care se reduce la o singurd ecuatie &, —&; = 0. Deci:
S eR/x=
Sl_ eR /x-(al,az,a3), a1,0),03 eR

Subspatiul propriu asociat lui 4, = -2 se reduce la multimea solutiilor sistemului omogen

g =0
&, +&,=0

Deci, S, = {;e R /x=(0,8-p): e R}.

Evident, dim S, =2, dimS, =1, deci U este diagonalizabil.
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Vom alege in S, baza B, = {671,61_2} cua = (0,1,1), a, = (1,1,1) iarin S, baza B, = {53} unde a, = (0,1,—1)
Deoarece U (c_zl)z Aa =4-a, U (az)= 4.a,, U (53)= —2-a,, matricea operatorului liniar U in baza

B= {51,52,53} este:

4) Fie operatorul f : R’ >R f()_c): f(xl,xz,x3): (2x1 + Xy + X3, = X] +2Xp — X3, X] — X3 +2x3), unde X si
f (x) sunt scrisi in baza canonicdi B = {61,62,63} alui R’. Si se demonstreze ci este liniar. S se arate ca este

diagonalizabild si sd se determine o forma diagonala a sa precum si o baza in raport cu care f are aceastd forma.
Solutie:

Demonstram ca f* este operator liniar, adica

flox+ py)= af(})+ ﬁf(}) (V)x,yeR*si (V)a, BeR.
f(a}+ﬂ;)=(2(axl+ﬂxy1)+(ax2+ﬂy2)+(ax3+,8y3),—(ax1+[5’y1)+2(ax2+,8y2)—(ax3+,8y3),(wcl+ﬂy1)—(ax2+ﬂy2)+2(ax3+ﬂy3)):
=(2ax1+ax2+ax3,—axl+200€2—ax3,ax1—00c2+20063)+(2ﬂy1+ﬂy2+ﬂy3,—ﬂyl+2ﬂy2—ﬂy3,ﬂyl—ﬂy2+2ﬂy3)=
za(2x1+x2+x3,—x1+2x2—x3,x1—x2+2x3)+ﬂ(2y1+y2+y3,—y1+2y2—y3, yl—y2+2y3):
= of (x)+ ()

Astfel f este un operator liniar al lui R,

intrucat f(e_1)=f(1,0,0)=(2,-1,1) , f(e2 )=f(0,1,0)=(1,2,—1) , f(e3)=f(0,0,1)=(1,-1,2), deducem ci matricea lui fin

raport cu baza B este :

Determinam polinomul caracteristic al lui f
2-1 1 1
P,(A)=det(d—aL)=| -1 2-2 —1|=(2-2)2-42+3).
1 -1 2-1
Rezolvam ecuatia caracteristica:
Q-A)F —44+3)=0=1,=2,4, =3, 4, =1.
Deoarece Pf (ﬂ)are gradul 3 si 3 valori proprii distincte rezultd ca f este diagonalizabil, adica, exista o baza in raport cu

care matricea atasata are forma:
0
D= 0

S O N
S W O

-1

Baza este formata din vectori proprii corespunzatori valorilor proprii 2,3,1.
Procedand ca in exercitiile precedente obtinem ca

a, = (— 1,—1,1), a, = (O,—l,l), a, = (— 1,0,1) sunt vectori proprii corespunzitori valorilor proprii 2,3,1.
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O baza in raport cu care f are matricea diagonala D = este B' = {; 1 ,Zz ,;3 }

S O N
S W O
- O O

5) Utilizand formula de schimbare a matricei atasate unui operator liniar la schimbarea bazei spatiului vectorial,
sd se deduca matricea atasata operatorului f din problema precedentd in baza B' .

Solutie:

Se stie ca dacd A4 este matricea atasatd operatorului f in baza B si L este matricea de trecere de la baza B la
baza B', atunci matricea atasatd lui f in baza B'este data de relatia:

D=L"-AL
2 1 1
Astfel, cunoscand A=|—-1 2 —1| pentru a putea aplica formula precedenta avem nevoie de matricea
1 -1 2

L ,matricea de trecere de labaza B la B'.

B'= al,az,as} cu ar =(-1,-11), a2 =(0,-11) a3 =(-10,)

Deoarece B este baza canonica rezulta

-1 0 -1
[a1]B: -1}, [az]B: -1} [as]B: 0
1 -1 1
si astfel matricea L este:
-1 0 -1
L=|-1 -1 0
1 -1 1
Aplicand formula L' = i lt L*, L" fiind adjuncta lui L , se giseste expresia lui L'
e
-1 -1 -1
=1 o0 1
0 1 1
-1 -1 -1)(2 1 1)-1 0 -1} (-1 -1 -1}(-=2 0 -1} (2 0 0
Astel D=1 0 1 |-1 2 —-1|-1 -1 O|=|1 0 1|-2 -3 01|=/0 3 0
o 1 1A1 -1 241 1 1 0o 1 1)\A-2 3 1 0 0 1

6) Fie V un spatiu tridimensional peste R si aplicatia f:V — )V  definita prin
f(;)z (x1 —2x x4 3xF +2x° —x" + X7 +x3)oricare ar fi x= (xl,xz,x3) unde x si f(;) sunt scrisi in raport cu
B= a1,22,23 }, alui V. Se cere:
a)Si se arate ca f € End(V).
b)Sa se arate cd f este injectiva (deci si surjectiva).
¢)Sa se scrie matricea lui fin raport cu baza B .

d)Si se scrie matricea lui f'in raport cu baza B = (Z)l ,l;z j);) unde
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by =ai —ax +as,bs =2a1 +ax —as,bs = ai +2az —as.
Solutie:
a) Aratdm ca
f(a)_c+ ﬁ;): og’()_c)+ ,Bf(;): og’()_c)+ ,Bf(;l (V);,; eV si a,feR, analog ca la punctul a) de la problema
precedenta.

a) Pentruaaritacd f este injectiva calculam Kerf si folosim proprietatea f injectiva < Kerf = {(_)»}
Evident {6V}S Kerf, Kerf = {; € V/f()_c): a}

x'=2x’=0
Fie ;eKerf:>f(;)=0_v<:> x' +3x7+2x7 =0.

—x'+x +x’ =0

Deoarece determinantul sistemului este nenul, deducem ca el are numai solutia banala x; =x, =x; =0.
Astfel, Kerf < {6V} Deci f'este injectiva.
Observatie: A # 0 implicd f surjectiva deoarece indiferent de termenii liberi, sistemul liniar admite solutie (unicd) data

de regula lui Cramer.

1 0 0
c) intrucat: [;1]5 =0|, [;2],9 =1} [;3],9 =0
0 0 1

deducem ¢ : fla )= £(10,0)= (L1-1), flaz)= £(0,0)= (0.31), flas)= £(0,0)=(-2.21)

1 0 -2
Astfel, matricea lui fin baza Beste: Ag=|1 3 2
-1 1 1
1 2
d) A, = ! <Ay - L ,unde L este matricea de trecere de la baza B la B ,adica L=|-1 1 2
1 -1 -1

Vho!
Obtinem: L' = % - A -11.
0 1 1

Astfel, gasim:

% o)1 o0 -2y o2 1 % ‘% 11 4 3 ‘% ‘% ‘%
AB.:%—A 1l 3 2 -1 1 2=103 7|
5

o 1 1)}-I' 1 1T A1 -1 -1
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ITII. FORME BILINIARE

II1.1. Forme biliniare-definitie, exemple

Fie V' un spatiu vectorial real.

Definitia IIL.1. O functie b: VxV—R se numeste forma biliniarad daca :
a) b(ax + f,2)= ab(x,2)+ pb(3,2),(V)er, S € R X, 7,2 €V ;
b) b(F.ay + fF) = ab(X.7)+ pb(F.2).(V)e. fe R 7.2 €V .

Observatia I11.1. Daca b este o forma biliniard atunci :

n n
) (V)a',..a" eR¥,..5,. 7V = l{Za%‘ci,yJ = a'b(x;.,7).

i=1 i=1

n
2) (V)ﬁl,...,ﬂn eR,y,....yp, XV =D X, Z Zﬂ b(x,y;)

3) b(ﬁ,)_/)zb(x 0) 0, ( )x yeV.
Exemple:

1.Fie a,be R, a< b,C([a,b]) spatiul vectorial real al functiilor continue definite pe [a,b] cu valori reale. Atunci,
—_—

b
aplicatia: b:VxV—>Rb(f,g)= j f(x)gx)dx, (V)f,geV =C(a,b]) esteo forma biliniara.

a

Intr-adevar proprietatea a) este satisficuti:

b
(V). fe R, f.2,h e Cla,b) = blaf + pa.h)= [ (af () + fe () () =

= a[ fh(x)dx + B[ g(I(x)dx = ab(f, ) + fb(g, h)

Analog se verifica proprietatea b).
I11.2. Expresia analitica a unei forme biliniare in raport cu o baza

Fie V un spatiu vectorial real cu dim V=n<w, B={a,,...,a, }o bazd pentru V'si b : Vx V—> R o formd biliniard.

Fie X,y arbitrari din V.

)_CZZxal,y Zya eV = b(x,y)= b[ x'a;, x-fc?/}:

i=1 i=1

Notand cu a; = b(c_l a, ),i, j= matricea 4 = (a;;) , se numeste matricea formei biliniare b in raport cu baza B .

1]1
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n n

Astfel, avem: b()_cj)z Zaijxl y', expresie ce poartd numele de expresia analitica a formei biliniare b in raport cu
=1 j=1

baza B .
Expresia lui b poate fi scrisd sub forma:
b(%.7)=[x]5" - 4-[¥]5
Aceasta este expresia matriciala a formei biliniare b in raport cu baza B.
Exemple:
1.Fie b: R*xR* > R, b(X,7)=x"y' —2x'y* +3x%y* + 2x*y*, vectorii fiind scrisi in baza canonica a lui R’.
Aratam ca b este liniara in primul argument
b(af+ ﬂz_,)_/): (aoc1 +,6’Zl)y1 - 2(0061 +,6’Zl)y2 + 3(0062 +ﬁ22)y3 + 2(aoc3 +,6’23)y3
bloz + /7, 7) = (o' o' =2’ v + (e’ + 2(ec’ )y +
() =206 7 +3(6 )yt + 28y = ab(®,7)+ BH(E. 7).
Analog se aratd ca b este liniara si in cel de-al doilea argument.

Calculam elementele matricei lui b in raport cu baza canonica:

a,, =be,e)=1

a, —b(_l,_2)=—2

a, :b(El,_3)=0

a, =b(e,,¢)=0

a, =b(Ez,_2)=0

a,, zb(EZ,_3)=3

a, =b(e,,e)=0

a, =b(e,,e,)=0

ay =b(53,53)=2

Astfel, matricea sa in raport cu baza canonica este :
1 -2 0

A=0 0 3

0 0 2

2. Sa notdm cu R,[X] spatiul vectorial al functiilor polinominale cu coeficienti reali de grad cel mult 2. Fie
1

b:Rz[x]XRz[x]—>R, b(f,g)zjf(x),g(x)dx.
-1

Vom scrie matricea lui b in raport cu baza B = {1, X, x? }

Elementele matricei sunt:

1
a;, = b(l,l): jdx = x|171 =2
-1
1

ap, = b(l,x)z dex =0=a,,
-1
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I 3
a3 = b(l,xz): J-xzdx :%

-1

‘ 2
ay, =b(x,x)= J‘xzdx =3

-1

1

Ayy = b(x,xz): J‘x3dx =0=a;y,
-1
1

a3 :b(xz,xz): jx“dx:%

-1

Astfel, matricea lui b in raport cu baza B este:

2 0 //
/
/ %

A=

II1.3. Schimbarea matricei unei forme biliniare la schimbarea bazei

Fie B ={a,,.,a,} si B, —{bl,bz, by, } doud baze ale lui V. Fie C= (clf) matricerea de trecere de la Bjla B,,

A= (a~ ) _— maticea lui b in baza B, iar B matricea lui b in raport cu B, .
Y/i,j=ln 1

B=(by)sy=Tn. by =b{5,.5,).

Avem:
b (l; _) [Zc ak,Zc -a ] Zchcsb ay,dg ZZC aks, ,J 1_
k=1s=1 k=1s=1
Obtinem ca:
B=C'AC.

Observatia II1. 2. Tindnd seama de formula de schimbarea a matricei unei forme biliniare cdnd se schimba baza
(B=C'AC), deducem cd rangul matricei unei forme biliniare este invariat la schimbarea bazei.
Definitia I11.2. Rangul matricei unei forme biliniare in raport cu o bazd oarecare a lui V se numeste rangul formei

biliniare b, sau simplu rangul lui b.

Definitia IIL.3. Fie V spatiu vectorial real si b: V xV — R . Spunem ca b este forma biliniarad simetrica daca:
b(x.7)=0(7.3) (V)5 eV .
Exemple:
1. Forma biliniard b :R >xR? —> R definita prin :
b(%,7)=2x"y' =3x?y? +4x'y* +4x*y' (V)X = (x',x)),7=(y",»*) € R*,
este simetrica.
Forma biliniard b :R >xR?> — R definitd prin :
b(E,7)=2x"y' =y +x'y? +4x’y (VX = (¢, "), 7 = (v, y) e R,

nu este simetrica.
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Propozitia IIL.1. Fie V' un spatiu vectorial real de dimensiune finitd, dimV =n<ow, B= {El,...,ﬁn} o baza pentru

Vsib: VxV —R o forma biliniard a cdrei matrice in raport cu baza B este A=(ay), i j=1,n Atunci b este o forma
biliniard simetricd dacd si numai dacd A este o matrice simetricd (A'=A4)
Justificarea este imediatd céci dacd b este simetrica avem:
b(x,7)=b(,%),(V)y,x eV .
PentruX =@,y =a, = b(a,a,)=b(a,.a,)=a, =a,,(V),j=Ln=
A este simetrica.

Reciproc, dacd A4 este simetricd avem:

bz 5)= [yl = [ gA[;]B)’ _ 5L A'F], <[] A [£], = = 5(5.7) , adica b este simetrica.

I11.4. Forme patratice

Fie V' un spatiu vectorial real §i b: V' xV — R o forma biliniara simetrica.
Definitia I11.4. Aplicafia f:V—R, [ ()?) =b(x, )_c),(V))_c €V se numeste forma patraticd asociata formei biliniare b.
Definitia IIL.S. Forma biliniara simetrica b poarta numele de polara formei patratice f-
Definitia 111.6. O forma biliniara b: V xV — R se numesgte :
a) pozitiv definitd dacd) b(%,X)>0,(V) X eV,x#0;
b) pozitiv semidefinitd sau nenegativa daca b(x,x) >0,(M)x eV ;
¢) negativ definiti daca b(x,x) <0, (V)X €V, x#0 ;
d) negativ semidefinita sau nepozitiva daca b(x,x) <0,(M)xeV ;
e) nedefinita daca ()x,y €V astfel incdatb(x,x) >0 si b(y,y) <0.

Consideram V finit dimensional, dim V' =n<o,B = {al,...,an }, 0 bazd a lui V si A=(a,-j )l. i=in matricea lui b in

baza B. Atunci

Egalitatea:

reprezintd expresia analitica a formei patratice f in raport cu baza B.
Matricea A se numeste matricea formei patratice f'in raport cu baza B.
Egalitatea f ()_c) = [)_c]ig A[)_c] p poartd denumirea de expresia analitica a formei patratice f'in scriere matriciala.

Definitia IIL.7. Numim rang al formei patratice f rangul formei biliniare din care ea provine:

rg(f) = rg(b) = rg(A).

Observatia I11.3. Putem scrie expresia analiticd a formei patratice f astfel:

f()_c):Zail-(x")z +2 Zn:ai]-xixj .

i=1 1Si<_jSVl
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Exemple:
1. Fie £R’—R o formi pitratica a cirei expresie analitica in raport cu baza canonici a lui R’ este:

f()_c) = 2()61)2 —5xlx? + x/Exlx3 +3x2x° + (x3)2,(V))_c = (xl,xz,x3) eR’
Matricea lui fin raport cu baza canonica este:
A
A=|=% o0 ¥
\EA S
2. Fie forma patratica f: R°>R S)=x'x +x'x07 +x7x (x3)2 unde x =( xl,xz,x3) eR’.

. . . A . o . 3
Matricea asociata lui f'in raport cu baza canonicé a lui R” este :

0 1/2 1/2
A=|1/2 0 1/2].

/2 1/2 1

Observatia I11.4. Daca se cunoaste forma patratica f putem determina forma biliniara din care provine utilizand
formula:
o -
b= APy G ()] (V) xyer.

Exemple:

1. Pentru forma pitratici dati in exemplul anterior, f{ X )=x'x* + x'x’ + x*x’ + (x3 )2 , avem:
SE+7)= G+ DE+ )+ DT ) ) )+ (0 4y =
x'x? +xly2 +xzy1 + yly2 +x'x’ +xly3++x3y1 +yly3 +x2x3 +x2y3 +x3y2 +y2y3 +(x3)2 +2x3y3 +(y3)2 si de
aici, continuand calculele gasim:  b(X, }):%(xlyz +x'y +xPy +xPy x0y + XPyt 2x%y?).
Putem obtine expresia analiticd a lui b si altfel, si anume folosind faptul cd matricea asociata ei in raport cu baza

canonica este identica cu matricea atasata lui f, adica cu A4 :

0 1/2 12
A=[12 0 1/2].
/2 12 1

t
Obtinem: b(x,7)= (xl,x2 x3 )A(ylsyza)ﬁ) :
b()_c,f):%(xly2 +x'y ety a0y Pyt 2x7y0).
I1L.5. Aducerea unei forme patratice la o forma canonica

Fie V un spatiu vectorial real cu dim V' =n<w,B = {ﬁl,ﬁz,...,ﬁn} 0 baza a lui V si f//—R o forma patratica.

Spunem ca forma pétratica a lui f'are in raport cu baza B o expresie canonica, daca

=

n
()| Ayses Ay € R astfel incat f(X)= Z/li(xi)z,(v)i => X ev.
i=1

—_

Matricea lui f in raport cu o astfel de baza este in mod evident o matrice diagonala:
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Astfel, rg(f)=r, unde r reprezintd numarul coeficientilor nenuli dintr-o forma canonicd a sa. Rangul unei forme
patratice este invariat la schimbarea bazei caci el este egal cu rangul polarei sale, care este invariat la schimbarea bazei.
Cele mai cunoscute metode de aducere a unei forme patratice la o forma canonicé sunt: metoda lui Gauss si metoda

lui Jacobi.

Metoda lui GAUSS

Teorema IIL.1. Fie V un spatiu vectorial real de dimensiune finitd, dim V=n<oo, f:V—R o forma padtratica i
B= {El ,...,En} o baza a lui V, in raport cu care f are expresia analitica:
= l l
f(x)zZa”(x )2+2 Zaijx x/
i=1 1<i<j<n
Atunci (EI), B= {L_ll,t_lz yees U, }, baza a lui Vin raport cu care f are forma canonica:
n . n .
_ i i
F@= 4@k =3 xa.
i=1 i=1

Demonstratie (procedeul descris poartd numele de metoda lui GAUSS)
n .
Daca f(¥)=0.(v)F e atunci f(7)=0(!f +..+0(" (v =3+ .
i=1

Presupunem cé fnu este forma nula.
Daca a, =0, (V)i :m intrucat f nu este forma patraticd nula, (El)i,je {1,...,n}, i#Jj, a; #0. Fara a micsora

generalitatea putem considera ca a,, #0. In acest caz dacd facem urmatoarea schimbare de coordonate:

x'=+7
R
X =7
xn — tn

ajungem la cazul in care gasim cel putin un patrat in noua expresie, deoarece in raport cu noile coordonate expresia

analitica a formei patratice este

1\2 252
fo)=2an [ 12 ) =)+ = @ () +an () ..
N B — ‘z—ae—‘ —

()

Consideram a;;7#0. Atunci, avem:

f(®)= all(xé)z +2a,x! X + 4 2a,x "+ g(X) =

2
nu contine x'

=a11{(x1)2 +242 (1,2 +...+2aﬂx1x”}+g(7¢)=
a1 a1

) 2
al (xl+—a12 x2+,,,+al—”xnj —(al—zx2+...+aﬂxnj +g()_c)
ay ar al a1
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2
a a ~(—
I R e 2(x)
—dn ary ary =
nu contine x

Facem urmatoarea schimbare de coordonate:

n

a a
1 1 2
yi=x 2

a, an
yZ — x2
yVl — xﬂ
In raport cu noile variabile y',...,y»" (deci in raport cu o noui bazi) expresia analitici a lui f este:

f®)=a;,(0"H* + g(@

nu contine pe yl
Se reia rationamentul pentru termenul §(§) Astfel, dupa un numar finit de pasi se obtine expresia canonica a lui f.

Observatia I11.4. Forma canonica a unei forme biliniare nu este unicd.

Afirmatia de mai sus se poate justifica pe un exemplu concret considerand diversi coeficienti nenuli cu care incepem

procedeul descris anterior.

Exemple:

1. Fie f:R* >R, f(x)=x"x?-3x"x" +2x%x°,(V)x = (xl,xz,x3)e R’, scrisi in raport cu baza canonici

B= {El ,€,,8; } . Folosind metoda lui Gauss sa se aducd f la o forma canonica.

Abordarea I. Considerdm drept coeficient nenul de start coeficientul termenului x*x*, adica 2.

Atunci facem schimbarea de coordonate:
1_ 1

X =t
=47
PPl

In raport cu variabilele .2, F, avem:

7x) :t1(12 +t3)—3t1(t2 —t3)+ 2((9)2 —(13)2j =2 148 312 4318 +2(t2)z —2(t3)z =

= 2(;2)2 —2(13)z ~2ul? 14l = 2(;2)2 ~2l? 14l —2(13)2

I
\S]

1 1
R
2 2 2

) ’ {tl) |
P . O Y z3—2(z3)2.
2 2

2 2

1
+4t1t3 —2(13 )2

Trecand la noile variabile:

z =t
1
t
2=t ——
2
=7

obtinem : f(x): 2(22)2 —(Z—lzf-i- 47123 2(23)2 =

= 2(22)2 — 2[(23)2 —22123]—(i;Z = 2(22 )2 -2z’ -Z')Y + 3£Z;—)z.
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u =z
u’=z°
W=z
Inraportcu u',u’,u’ avem:f()_c)=2(u2)2 —2(u3)2+%(u1)2.

Abordarea II. Consideram drept oeficient nenul de start coeficientul
f: R > R,f()_c): x'x? =3x'x + 2x2x3,(V))_c = (xl,x2,x3)e R’

Atunci facem schimbarea de coordonate:

x'=t'-£
x' =+
X*=r

in raport cu variabilele tl,tz, t3, avem:
)=t =2 ) +2) -3 =2 +2 +2) =('f - (2] =o' +56¢

oL 2 —@ +5°6 (¢ :(t1 —g —((tz)2 —5t2t3)—@:
{e-2] {2 T o] (- By LT
2 2 4 2 2 4 4
2

z! —tl—t—
2
t3
ZZZ 2_5_
2
Z3:t?

Obtinem: f(x)z (21)2 - (zz)Z —2(23)2

2

termenului

Inraportcu z',z%,z° avem astfel o alta formd canonica pentru f diferita de cea din cazul precedent.

Metoda lui JACOBI

2
X X

>

adica

1.

Teorema IIL2. Fie V' un spatiu vectorial real de dimensiune finita, dimV=n<owo, f:V—R o forma patraticd a carei

n

n .
expresie analiticd in raport cu baza B = {El yees }, este f()_c): Z Zai]-xixj, (V))_c :Z x'a; .
i=1

i=1 j=I

Daca toti minorii principali ai matricei :

aip app 43 ... a
app axyy axy - Ay,
A=|a;3 ax3 az3 -+ azy,
Alp d2p A3p " App
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sunt nenuli, adica

Ay =laji|=a; #0

a a
Ay = 11 12 0
ai2 a2
ail a2 o aqg
A= ,...,An:det.Av&O
a; a2 - 4

atunci (EI)B': {bl ,...,bn} in raport cu care:
o\ A ; L B
f(x)=2f1(y’)2,(v)x =>y7b A, =1.
J i=1

i=1 i
Vectorii 51 ,...l;n se construiesc ca In cele ce urmeaza.
Fie b polara lui /. Alegem: b, = allﬁl si determinam scalarul real all din conditia: b(l;l ,a) ):1 .

Propunem b; = a}ﬁl + aizﬁz +..+aja;, i=2,n si determindm scalarii a},a?,...,a; din conditiile :

blbi.a)=0
b(giﬁi—l)= 0
oler.a)=1.

Exemple:

1. Fie fR—R, f(¥)=(x")*—2x'x> +(2x*)? +3(x*)?, in raport cu baza canonicd B={¢,,e,,e,} a lui . Vom
stabili daca se poate aplica metoda lui Jacobi si dacd da, vom determina expresia canonici a lui f'si baza lui R® in raport cu

care f'are forma canonica gasita.

Matricea atagata lui f'In raport cu baza canonica este:

1 -1 0
A=|-1 2 0].
0 0 3
Astfel avem:
Ap=l|=1=0
1 -1
Ay = =1#0
-1 2
1 -1 0
Ay=l-1 2 0/=3%0
0 0 3

Deci metoda lui Jacobi se poate aplica, adica (EI)B': {l;l ,172,173} bazialui V> in raport cu care
A-22p et b2f o 2200 f 0P b2 o507
X)=—= +— +—= == +- += =
/(%) A ™ AV L) 3
' 2F 1 —_ . 27 T
:(y)2+((v )2+§(y3)2’(v)x:y b +y°by +y3b3.

Construim vectorii b,,b,,b;.
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b = alel astfelcab(bl el) l<
b(allél,él):l@alb(él,él):ljall:1:>51:E];
by =a£El +a§Ez astfelca
- 1— 2 _
blby,e; =0 b(a ey +a ez;el):O
{ (_z _1) o )P 2 -
blby,)=1 b(a;+a22§2;22 =1
abb(@.e) + a3b(@y.) =0 {aé—oé:o
=

{azb(el,ez) + azb(€2,€2) =1
2
2 =
1
o =

e
{ =1 {bz = E] + @2

Fie by = a%él + a3252 + 0@7'53 astfel ca:

—a5—2a22 =1

b(l;;,gl):() a%—a32:0
b(3.2,)= 0= {—a} + 203 =0.
b(b3,§3)=1 30[33 =1
| R
aé =0, a32 =0, a33 =—=by=—e3.
3 3
Teorema IIL.3. (Legea inertiei a lui Sylvester). Numdarul coeficientilor nenuli, precum si numarul coeficientilor
pozitivi intr-o formd canonicd a unei forme patratice nu depinde de baza in care este obtinutd acea formd canonica.
Definitia II1.8. Numarul p din (*) se numeste indicele pozitiv de inertie al lui f, iar q se numeste indicele negativ de
inertie al lui f .

n
Definitia I11.9. Forma patratica reala f ()_c): Zal-jx’x/ se numeste pozitiv definita dacd pentru orice
i,j=1

=
I
(=3

xel,f(%)20, f(x)=0 =

Teorema IIl.4. Forma patratica reald f ()_c): Zaiixixj este porzitiv definitd daca si numai daca toti
i, j=1

determinantii A,,p= l,_n , unde

arny ... alp

pp

sunt strict pozitivi.

I11.7. Probleme rezolvate

1) Sa se aduca la forma canonica forma patratica (nou) f : R> SR ,
f()_c) =X, —4x; +4x,x, — X,X;.
Solutie:

Avem f(X)=(x, +2x,)* —4x? —x,x, —4x?,
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=(x, +2x,)’ —4(x22 +%X2X3 +x32J =

=(x, +4x —4l X, +L=X, X, +—X;, —— X, +X; |=
(5 #2274 x2 2 4 = ol

1 Y 63
=(x1+2x2)2—4(x2+§x3J —Exi

Facem schimbarea de coordonate :

Y, =2x,+—x,

si obtinem : f()_c) =yl -4y, —f—2y32 , (»,»,,¥,) fiind coordonatele lui X in noua baza.

2) Sa se aduca la forma canonica forma patratica f: R SR ,
F(®)=x? —2x2 + x2 +6x,x, —5x,x, .
Solutie:

Avem f(X)=(3x, +x,)* —2x2 —5x,x, = (3x, + x,)° —2(x§ +§x1x3) =,

5 25 25
=(3x, +x,) —2[)@2 +2Zx1x3 +Ex12 —Exsz

2
2
=(3x,+x,) —2[)63 +%xlj +?5xl2

Facem schimbarea de coordonate :

V=X
¥, =X, +3x,
V, =X +§x
3 3 4 1

o 25
slob‘;mem:f(x):§y12+y22—2y32.

2) Fie forma patratica f’ ()_c)z 4x! +4x; +x,x, — x,x;. Sa se aducd la o formd canonica folosind metoda Gaus. Sa se

aplice metoda Jacobi, daca este posibil, pentru a obtine o forma canonica a ei, si baza in raport cu care are aceasta forma.

Sa se verifice apoi rezultatul teoremei lui Sylvester.

Solutie:

f()_c): 4)612 +4x32 + XX, —X,X; =

39



4

1 1 1
XX J+4x — X, X, =4£xl2 +2x1§x2 +axz2 —ax§j+4x§ —X,X,

[ 1
1 RN , 1 1,
4 x ——6x +4x] —x,x, =4| x, +§x2 +4| x; —szx3 —Exz =

1 1 1
xzj +4(x —28xx +—xI - —xj}—ngz

4] x
64

1Y 1,
=4 x+ X, +4 —X, | ==X,
8 8 8

Facem schimbarea de coordonate :

64

1
=X +§x2
V=X

1

V3 =X _gxz

si obtinem : f()_c)z 4y! —%yf +4y;.

Astfel exista trei coeficienti nenuli dintre care doi pozitivi si unul negativ.

Matricea corespunzatoare ei in raport cu baza in care sunt precizate coordonatele vectorilor este :

4 1/2 0
A=[1/2 0 -1/2
0 -12 4
s
Avem A, =LA, =44, =|| 2 — s =det 4=22
— 0
2

Atunci o forma canonica a lui feste :

f()_c)zia)f —16w; +éa)32.

Se observa ca numarul coeficinetilor pozitivi este doi, iar al celor negativi este unu, deci se verifica rezultatul

teoremei lui Sylvester.
Pentru a determina baza B = { fl , fz , ﬂ} in care f'are forma canonica anterioara procedam astfel:

1

- determinim £, considerand f; = allél si b( fl,El) =1, unde b reprezintd polara lui f Obtinem : 40{11 =l=o =—

- 1_
fi= Zel
- determindm f, luand f, = abg +ale, si { (]:z’il)
b(f2,e) =1
Obtinem :
4a; + ! a3 =0 1
2tSay = -
2 2{ @2 2 jfz :251—1662
1 a2 - _
2
b(f3,@) =0
-pentru a-1 determina pe f; alegem f3 = a%El + a3222 + a33€3 si impunem conditiile {b(f3,e;)=0
b(f3.e3) =1
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Obtinem:

1
da, +—a; =0 =—
3 3 3 16
1 1 - 1_ 1 _
PR it K e TR R T
1
——a; +4al = al =—
3 3 3 32

3) Sa se aduca la forma canonicd urméatoarea forma patratica:
f:R SR f(xl,xQ,x3)= 2x,%, = 3X,X; + X,X;.
Solutie:
Vom aplica metoda lui Gauss (metoda Jacobi nu se poate aplica deoarece A; = 0). Deoarece nu avem variabile la patrat in

expresia lui f facem mai intdi schimbarea de coordonate:

1_x1+x2
1 1 2 2
X =y -y ) |
21 2 2_X —X
X“T=y +yT =y = 2 =
3 3
X =
y y3:x3

@ =20" =)y +5)-30" -y + (0 + 7 =
:2()/1)2 —2()/2)2 _3y1y3 +3y2y3 +y1y3 +y2y3 _
:2()/1)2 —2()/2)2 _2y1y3 +4y2y3

si se obtine o forma patratica pentru care ;. .

Continuand procedeul dat de metoda Iui Gauss obtinem succesiv:
2((y1)2 _ylys)_z(yz)z +4y2y3 _
2 1

(v )2—2y1%y3+%(y3)2—%(y3)zj—2(y2)z+4y2y3 =

= 1_1 3

=y 2)’
2=y -y’ :f(x):2(21)2—2(22)2+§(z3)z
Z3:y3
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IV. SPATII EUCLIDIENE

IV.1.Spatii euclidiene. Inegalitatea Cauchy-Schwarz

Fie E un spatiu vectorial peste corpul numerelor reale R.

Definitia IV.1. Aplicatia {,) :ExE — R se numeste produs scalar daca:
1. <X,y>=<p,X >, (V))_c,)_/ € E; (proprietate de simetrie);
2. KA, y>=A<X,y >, (V)/i R, (V))_c,)_/ € E; (proprietatea de omogenitate in primul argument);
3.3)<X+y,Z2>=<X,2>+<y,Z>, (V))_c v,z € E; (proprietatea de aditivitate in primul argument);
4. (x,x)=20, (V))_c €E s5i (X,X)=0=X=0 (produsul scalar este pozitiv definit).

Definitia IV.2. Un spatiu vectorial real pe care s-a definit un produs scalar se numeste spatiu euclidian.

Observatia IV.1. Intr-un spatiu euclidian au loc relatiile:
DX+, = (X, 7)) +(X,5,)
i) (X, 7y =A%, ), (V)ieR,(V)xyeE.
Astfel produsul scalar este aditiv si omogen si in al doilea argument.
Observatia IV.2. Produsul scalar definit pe un spatiu vectorial real este o forma biliniara simetrica si pozitiv definitd.

Definitia IV.3. Un spatiu vectorial real pe care s-a definit un produs scalar se numeste spatiu euclidian (real).

Exemple:

1. Fie E=C [a.b] = {f : [a,b]—> R|f functie continua }. Aplicatia (,): Cla,b]x Cla,b]— R definita prin:

b
(f.g) = If(x)g(x)dx , (V)f.ge C[a,b] este un produs scalar.

n
2. Fie E=R". Aplicatia (,): R" xR" — R definiti prin (X,y) = Zx’y’ , oricare ar fi ¥ = (xl,...,x"), y= (yl,...,y")e
i=1

R", este un produs scalar. Despre (Rn, <, >) spunem cé este spatiul vectorial euclidian canonic.

Vom nota un spatiu euclidian cu (E <, >) , sau simplu cu E.

Definitia IV.4. Numim lungimea (norma) vectorului x scalarul real ||)_c|| =4(X,X) .

Teorema IV.1. In orice spatiu euclidian E are loc inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz:
(<7, (WEyeE ()

Observatia IV.3. Relatia precedenta se poate transcrie si astfel: X, 7)) <(x,X%) (3, 7).

n
In cazul particular al produsului scalar {,): R" x R" — R definit prin (X,y) = Zx’y’ , inegalitatea Cauchy-Buniakovski-

1=1 i= 1
Propozitia IV.1. Norma || || E—> R, ||x|| VX (V x € E, E spatiu euclidian, are proprietatile:

D=0, (VxeE, |f=0=x=0;
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sl (eR(WEeE,
3) ||)_c + }" < ||)_c|| + ||}|| (V))_c,f € E (inegalitatea triunghiului).
Observatia IV. 4. Intr-un spatiu euclidian E are loc relatia: <)_c,6> = <6, )_c> =0, oricare ar fi

xek.
Definitia IV.S. Fie X o mulfime nevida. O aplicatie d : X x X — R, avadnd proprietdtile:
1) dxx) =0, (V)xe X
2 dexy) = d.), (V)xyeX ;
3) dixy) =0 =>x=y;
4) dixy) < d(x, z)+ d(z,y), (V)x, y,ze X
se numeste metrica (distanta) pe X. Multimea X inzestratd cu o metricd d se numeste spatiu metric. Vom scrie (X ,d )
Teorema IV.2. Fie E un spatiu euclidian. Atunci functia d : Ex E — R, definita prin d()_c, y): ||)_c - y||, (V))_c,)_ze E
este o metricd pe E.

Observatia IV. 5. Considerim spatiul euclidian canonic R" . Atunci:

d,,(x,7)= max

l<=i<=n

i il .
x—y‘ 5

[x.7)= Z(xi —y")2 (V)% (xl,...,x”),}:(yl,...,y”).

sunt metrici. Metrica d, se numeste metrica (distanta) euclidiand.
IV.2. Baze ortogonale si baze ortonormate

Definitia IV.6. Vectorii X,y € E se numesc ortogonali daca (x,y) =0 sinotam x L y.
Observatia IV.6. Daca x Ly atunci ||)_c + 5"2 = ||)_c||2 -i—"ﬁ"2 (teorema lui Pitagora in spatii euclidiene).

Propozitia IV.2. Un sistem de m vectori {)_cl yeon ,)_cm} nenuli §i ortogonali doi cdte doi este liniar independent.

Definitia IV.7. O baza a spatiului euclidian E, cu vectorii (bazei) ortogonali doi cdte doi se numeste baza ortogonald.
Definitia IV.8. O baza a spatiului euclidian E, se numeste ortonormatd daca este o baza ortogonald si norma fiecarui

vector din bazad este egald cu 1.
Teorema IV.3. (de existenti a bazelor ortonormate). Fie (E ,<,>) spatiu euclidian. Atunci, in E exista cel putin o baza

ortonormatad.

Demonstratie.

Fie B= 1,~-Z} obazd alui £, dim £ = n (finitd), » > 1. Vom construi o baza ortonormata pentru £ pornind de la B in doua
etape:

Etapa I:

Construim o bazi ortogonald B' = {51 ,o by }, format din vectori ortogonali doi cite doi si nenuli astfel:
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b = ai
by =az +ay b1
Determindm pe «,, astfel incéltb_2 L by adicd
0=<bs,bi >=<a: + 052151,51 S=<ar,a1 > +a,, <ana >=

_ —<ax, a1 >
Oy =——>5 -

— 2
“al

Evident Bz # 0. Daca Bz =0 , atunci 22 + a2121 =0 , ceea ce este fals pentru ca a1, a2 sunt liniar independenti.

Presupunem ci am construit vectorii nenuli si ortogonali doi céte doi by,b,,..., by :

b =aq,
by =a> +0!21b1
by =as +ay; b1 +ay,b:

bi =ax + a,db_1 + a“Ez et akkflzk—l
Aratam ca putem construi vectorul biw ortogonal pe vectorii b ,e by si nenul dupa regula:
bin = ap + a/c+1,151 + akn,zzz + "'akﬂ,kzk‘
Determinam scalarii «,,,,, -, , astfel incat:
bi+1 L51,5k+1 J-EZ,"‘,EkH Lbk.
Astfel ,
0=< 3k+1,51~ >=< ;k+l + ak+1’151 +eeet akHJE,- +eeet ak+1’kzk,gi >=
<ak+1,bi >+ 1y <bLbi >+t <bby >+t g <bpob; >
=< 2k+1,zi > +ak+1,l- <E,»,E,» >
Deci,
<@y, br >

Z

Deci, biu1 este cunoscut, si in plus deducem ca bsn este nenul. Intr-adevdr, tindnd seama de expresiile vectorilor

ak+1’i:— . Vlzl,k

bi,--+,bi ,deducem cd by se scrie:
- - - P -
b+t =ak1+var+---+v" -ag

Daca bi+1 =0, atunci ak+1+v1a1+---+vk

-ap =0 adicd ai,---,ar+1 ar fi liniar dependenti, ceea ce este o

contradictie pentru ca ei faceau parte dintr-o baza. Rezulta ca bis1#0.
In baza principiului inductiei am construit vectorii bi,-by ortogonali doi cate doi si nenuli, de unde deducem ca

b1,-++,by sunt liniar independenti. intrucat dim £ = n, deducem ca B este o bazi ortogonala pentru E.

Etapa II:

Construim o baza ortonormatd B = {1; 1 ,---,un} cu vectorii ortogonali doi cate doi si fiecare cu norma unitara, pornind

dela B' , astfel:
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B =lui =2 by, ua = Bayeesitn = b
b 2 br
Avem:<;',;_‘>z< —b ,—b >=— <b,b >=0, )z¢j,deci ;'J_;_‘.
R HblH HbJH o o

—I,Vi;tl,_n.

Deci, B"este o baza ortonormata pentru E. Procedeul de obtinere a unei baze ortonormate pornind de la o baza data,

prezentat mai sus, se numeste procedeul de ortonormare GRAM-SCHMIDT.
¢

Observatia IV.7. Intr-o bazd ortonormati B = {§1,...,§n} coordonatele unui vector oarecare X coincid cu produsele

scalare (X, g;), i:rn.
Justificarea este imediata caci daca X = /11§1 +..+A"g, avem:
(L) =B+t X8 8) = A(BLE) + ot AN Enn B = X (@B = 7

Deci, ¥ = ) (X.8,)- ;-
i=1

Exemple:

1. in R® se considera produsul scalar:
3
(x,yy=>.x'y', (V))_c = (xl,x2,x3), y= (yl,y2,y3)e R
i=1
Fie baza: E ={e, =(~1,1,0)¢, =(1,1,0).e, = (1,2,3)}
Construim baza ortogonala F = {j_ﬂ , fz , ﬂ } astfel:
]?1 =e
fr=e,+df
fi=es+p+0,
Cu conditiile:
<]_(2 > ]_(1 )=0 (a)
(i f=0 ()
(f5:12)=0 (c)

Din (a) obtinem: <Ez,fl>+a<ﬁ’ﬁ>:020{:_(%2,51) ~

Deci, f, =&,=(1,1,0).

Din (b) obtinem: <Esvf;1>+ﬁ<f1=]1>+7<]2,f1>:O:>/3:_E?’?i :_%

Din (c) obtinem: <E3,f2>+,b’<]71,f2>+7/<f_2,f2>:O:y:—%:—g
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Deci f, =e, —%El —%Ez =(0,0,3).

Cum Hfl“ “ fz“— Hf3” 3 atunci vectorii:

¢ :i:[_LL J - :L:[LL J b
g =7= =00 & =7= ,—=0 =(0,0,1)
7l \ V22 AN R T

. - - A 3
constituie o baza ortogonald in R”.

Coordonatele vectorului x = (ﬁ s x/E ,1) 1n aceasta baza vor fi:
0

- prima coordonata: <)_c, §1> =
- adoua coordonata: ()_c, §2> =2
- atreia coordonata: ()_c, §3> =1

IV.3. Expresia analitica a produsului scalar si a normei in raport cu o baza oarecare si in raport cu

o baza ortonormata

Fie (E,<,>) spatiu euclidian si B = a1,~-~;n} o baza pentru FE. Consideram doi vectori arbitrari

— n — p—
i
X = xa, y= yiaj;.
i=1 J=1

3

Avem:
<x y> <Zx ai, Zy a; >—Zny <al,aj
i=1 j=I1
Notand a; =<ai,aj >, i,j =1,n obtinem:

<X, y>= iix"yjaij

i=l j=1
numitd expresia analiticd a produsului scalar in raport cu baza B.
Matricea A = (a!./.)e M, (R ) I,j= I,_n, se numeste matricea produsului scalar in raport cu baza B.
Expresia normei este:

Fl- - E5 v,

i=l j=1

(V); = ix’;; ek.
i=1

Daca B = {1 ,~--,en} este 0 baza ortonormata a lui £, avem:
l,i=j
<e[,ej> 5 = . .
O,z;t]

De aici deducem o proprietate importanta, si anume: matricea produsului scalar in raport cu o baza ortonormata este matricea

unitate de ordin » = dim E. In acest caz, obtinem pentru produsul scalar si pentru norma urmatoarele expresii :

46



.nl rezulta ca <x y>—2x “ “ / ( )2
y=2le;

Observatia IV.8. Daca A=(aij)e Mn(R) este matricea produsului scalar in raport cu o bazd oarecare

B= {21,~--,2n} avem:

1
y y
<X,y >= (xl,---,x”)- A-| i |. Dacd B este o bazi ortonormati, atunci: < x, y >= (xl,---,x")-

IV.4.Criteriul lui Gram de dependenta liniara a vectorilor

Teorema IV.4. (Criteriul lui Gram) Fie E un spatiu euclidian. Conditia necesara si suficientda ca vectorii sistemului

S= {)_cl . ..,)_cn} sd fie liniar dependenti este ca determinantul:
xLx) o (xX,)
r, = ,
(C ) R C A

numit determinantul Gram asociat sistemului S, sa fie nul.
Observatia IV.8. Sistemul S este liniar independent daca si numai daca I',, #0 .

Exemple:

1
1.Fie V= C[0,1]]={f :[0.1] > R, f continua} si (-):C[0.1]xC[0,] > R prin (f,g) = J' fngmde (v)f,geclo].
0

Sa se arate ca functiile {l, tt 2 } sunt liniar independente.

Aratim ca T ) # 0, unde:

1 1 1
Il‘dt It-dt J.tz‘dt
0 0 0

l“(mz): j.t‘dt j.tz-dt jt3-dt
a 10 0 0

Jtz dt j‘ﬁ dt jt“ - dt
0 0

0

Calculand integralele, obtinem:

L
2 3
S T 1 O
) 712 3 4|7
111
3 45
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IV.5. Probleme rezolvate

<X,y >= (xl —xz)(y1 —yz)+2x2y2 +(x2 +x3Xy2 +y3),
oricare ar fi x = (xl,xz,x3), y= (yl,yz,y3)e R3.
Se cere:
a) Sa se arate ca (R3, <, >) este un spatiu vectorial euclidian.
b) Sd se arate cd vectorii a = e, +¢€, + ¢, si b= e, +e, —2e, sunt ortogonali.
¢) Sa se calculeze ||c_1||
d) Sa se scrie matricea produsului scalar in raport cu baza {51,52,53}.
e) Pornind de la baza {21,22,23} sa se scrie o baza ortonormata.
Solutie:
a) Vom arata ca aplicatia <,>: R*xR® > R esteun produs scalar verificand proprietati din definitia produsului scalar
(definitia V.1.).
) <X, y>=<y,x>VX,ye R’ deoarece expresia este simetriciin X si y .
2) <x+y,z>= (a‘ -a’ )z —22)+ 2a°7° +(a2 +a’ )z +z3):
= (x‘ +y' —(x2 +y2))(z‘ —zz)+ Z(x2 erz)z2 +(x2 +y? +()C3 +y3))(z2 +z3):
= (x1 —xZle —zz)+ (yl -y )\ —zz)+ 2x’2° +2y°2 + (x2 +x° )\ + 23)+ 3)
+ (y2 +y* )\ +z3):< X,Z>+<y,z2>VX,y,zeR’.
<ax,y>= (axl - oocz)(y1 —y2)+ 2a’y” + (ooc2 - ax3)(y2 + y3):
= oz(x1 —xZXy1 —y2)+ a-2x’y’ + oz(x2 +x3)(y2 +y3):
a<)_c,)7>,(V)aeR )_c,)_/eR3.

4) <)_c,)_c>:(x1 —xz)z +2(xz)2 +(x2 +x3)z >0. (V))_ceR3

x'=x*=0 x'=0
<X%,x>=04x"=0 x'=0 < x=0.
X +x =0 X’ =0

b) Pentru a arita ¢ vectorii @ si b sunt ortogonali calculim produsul lor scalar.
Coordonatele vectorilora si b in baza data sunt:

a= (1,1,1) R b= (1,1,—2) € R’ . Astfel produsul lor scalar este:

<a,b>=(1-1f1-1)+2-1-1+(1+1)1-2)=0=a L b.

o [a]=v<a,a>=y{1-17 +2+(1+1f =6

d) Matricea produsului scalar este 4= (al_-j)e M5(R), aj =<ej,e; >.
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Fiind o matrice din M3 (R) contine noud elemente, dar produsul scalar fiind real rezultd cd matricea e simetricd. Vom calcula

astfel doar 6 elemente.

<e,e >=1
<e,e, >=-1
<e,e, >=0
<e,,e, >=1 -
<e,,e >=4
<e,,e >=1

1 -1 0
=>A4=|-1 4

0 1 1

f) Mai intai cautdm o baza ortogonala {j 1,72,73}
fi=e

fr=e+af
73 253"‘,371"‘772

Punand conditiile :
<71,72 >0, <71,73 >=0, <72,73 >=0,

obtinem un sistem cu necunoscutele a, 3,7 .
Rezolvand acest sistem gasim: =1, =0,y =——.

Deci f, =¢, 72 =e, +e :(1, L0 ), 73 =e, —%72 :(—%,—%,1) formeazd baza {?1,72,73}, care este o baza

ortogonala.

Baza ortonormata cautata este deci:
S Sy Ss
FIT T
Fl-d<77> i
- T7e-a =
Pl 7 -5

Baza ortonormata este formata cu vectorii unitari, ortogonali doi cate doi:
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Deci {(I, 0, 0), (%, %, OJ, (_Tll, _Tll’ %}} este 0 baza ortonormata.

2) Sé se arate cd aplicatia <,>: R*xR* >R , definita prin :
<X, y>= x! y1 R
oricare ar fi x = (xl, x2, x3)$i y= (yl, y2, y3)e R , nu este produs scalar pe R,
Solutie:
Observimcd <X,x >=0<& x'=0 , restul componentelor putand fi nenule.

Deci, <X,x>=0 si pentru X, = (0,1,1) nu doar pentru ¥ =0, si astfel rezultd ci proprietatea ........ din definitia

produsului scalar nu este indeplinita.

Astfel aplicatia data nu este un produs scalar.

3) a) Sa se arate ca in spatiul vectorial real M, (R) matricele :

1 2 21 -1 1 0 1 .
A = , A, = , A= , A, = determina o baza
-1 1 10 2 =2 -1 3

b) Definim aplicatia <,>: M, (R)x M, (R) — R prin

<A,B>== xlv1 + x2v2 + X3V3 + x4v4, (V)A,B R

1 2 1 2

X X \4 \4
A= , B= e M,(R
(x3 X4J (V3 V4J ( )

S se arate ca (M, (R), <,>) este un spatiu vectorial euclidian real.

c¢) Sa se arate ca matricele din enunt sunt liniar independente folosind determinantul Gram
Solutie:

a) Ardtam ca matricele 4;, i=14 sunt liniar independente si ca
M (R)=L(4y, 4y, 43, Ay)
Fie a'4 +a’dy+a’ Ay + a4y =04 =

a'+2a’ —a’ =0
2d'+a’ +a’ +at =0
—ad'+a’ +2a’-a'* =0
a'  “2a’+3a' =0
Determinantul sistemului este
2 -1 0
I 1
-11 2 -1
0 -2 3

=28=0.

Sistemul fiind liniar i omogen admite doar solutia banala:

al=a? = =a*=0.

Astfel matricele date sunt liniar independente.
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Aratdm ca matricele date constitue un sistem de generatori pentru M, (R) , demonstrand ca oricare ar fi matricea 4 €M, (R)

ea se poate reprezenta ca o combinatie liniard de matricele 4, 4,, A3, 44.

. _[a b . 1 2 3 4 A Al
Fie A= 4l Cautam numerele reale a ,a”,a”,a astfel incit:
c

A=a'dj+a’ dy+ a4y + a4y
Obtinem pentru determinarea numerelor a! s a? s o’ s a® sistemul liniar:
a'+2a’-a’=a
2"+’ +a’ +at=b
—a'+a’ +2a’—-at =c
a' -2a’+3a’ =d
Deoarece determinantul sistemului este nenul sistemul are solutie unica data de regula lui Cramer:
a, = Xl’ i=1,4, unde A, reprezintd determinantul obtinut din A prin inlocuirea coloanei i cu coloana termenilor
liberi.
Astfel am obtinut ca M, (R) = L(Al , Ay, A, A4) .
Deci {Al,Az,A3, A4} constitue o bazd pentru M, (R)
b) Verificam ca sunt adevarate proprietatile produsului scalar real.
1. <A,B>=<B,A>, (V)A, BeM, (R) datorita faptului ca expresia sa este simetrica in x! si v
2. <A+B,C>= (x1 +y1)v1~ +(x2 +y2)v2 +(x3 +y3)v3 +(x4 +y4)v4 =
=xV 4+ V' + VPV 0V NV x Y =< 4,C>+ < B,C > 3.

<ad,B >= ! + v + oV + et =a<A,B>

4. <A,A>:(xl)z +(x2)z +(x3)z—i-(x4)2 >0, (V)AEMZ(R) <A,A>=0< Y=x?=xX=x*o4=0
Aplicatia data este deci un produs scalar pe M,(R). Astfel (M,(R),<,>) este un spatiu vectorial euclidian.
¢) Construim, cu ajutorul produsului scalar, determinantul Gram asociat sistemului
4y, 4y, 43, 4.
Avem:

<A4,4 >=1+4+1+1=7

<A4,4,>=2+2-1=3

<A4,4,>=-1+2-2-2=-3

<A4,4,>=2+1+3=6

<A4,,4,>=4+1+1=6

<4,,4,>=-2+1-2=1

<4,,4,>=1-1=0

<A4;,4;,>=1+1+4+4=10

<A4,4,>=1-2-6=-7
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<A,A4,>=1+1+9=11.

Astfel obtinem:

3 -3 6
3 6 1 0
I'= =784=0.
-3 1 10 -7
6 0 -7 11

Determinantul fiind nenul, conform criteriului Gram, regasim rezultatul de la punctul a), adica faptul cd vectorii dati

sunt liniar independenti.

4) Fie (R4,<, >) spatiul vectorial euclidian canonic. Sa se arate cd vectorii:

X = (1, 0, 2,1), y= (— 1,-2, 0,1) , Z= (0, 1,2- 2) siu = (O, -1, - 1,1) € R* sunt liniar independenti, folosind determinantul
Gram asociat.
Solutie:

Construim cu ajutorul produselor scalare determinantul Gram asociat.

Avem:
<X,x>=6,<x,y>=0,<Xx,z>=2, <X,u>=-1
<y, y>=6,<y,z>=-4,<y,u>=3

<z,z>=9,<z,u>=-5,<u,u>=3

6 0 2 1
0 6 -4 3
I'= =-128#0
2 -4 9 -5
1 3 -5 3

Conform consecintei criteriului Gram vectorii din enunt sunt liniar independenti.
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V. VECTORI LIBERI iN SPATIU

V.1. Vectori liberi. Expresii analitice ale operatiilor cu vectori
Definitia V.1. Numim vector un segment de dreapta orientat.
Elementele caracteristice ale unui vector sunt:

1. directie- data de dreapta suport

2. sens —dat de modul de parcurgere a segmentului

3. marime (sau modul) —datd de lungimea egmentului

4. origine

Notatia folositdi: AB, unde A este originea, B extremitatea (sensul de parcurs fiind de la 4 la B). Mirimea

vectorului se noteaza cu HABH .

Vectorii mai pot fi notati pentru simplitate cu o singura literd astfel: a,v,,V,.....

Un vector cu marimea egala cu unitatea poartd numele de vector unitar.

Vectorul pentru care extremitatea coincide cu originea se numeste vector nul. Marimea sa este deci zero, directia si

sensul fiind nedeterminate. El se noteaza cu 0.
Clasificarea vectorilor
Vectorii se impart in trei mari categorii:
1. Legati - au originea intr-un punct fix din spatiu; de exemplu viteza unui punct material in miscarea pe traiectorie.

2. Alunecatori - originea se poate deplasa in lungul dreptei suport; de exemplu forta care actioneaza asupra unui solid

rigid, deoarece punctul de aplicatie al acesteia poate fi situat oriunde pe dreapta suport, efectul este acelasi.
3. Liberi- originea poate fi situatd oriunde in spatiu.

Definitia V.2. Doi vectori sunt egali daci au aceeasi, directie, acelasi sens si acelasi modul. In cazul vectorilor legati ei

trebuie sa aiba i aceeasi origine.
Definitia V.3. Doi vectori se numesc paraleli daca au aceeasi directie.
Definitia V.4. Doi vectori se numesc coliniari daca au ca suport aceeasi dreapta.

Observatia V.1. Pentru cazul vectorilor liberi cele doud notiuni coincid (a spune ca doi vectori sunt paraleli este echivalent

cu a spune ca sunt coliniari).

Definitia V.5. Doi vectori se numesc echipolenti daca au aceeasi directie, acelasi sens si acelasi modul, cu alte cuvinte daca

pot fi suprapusi printr-o migcare de translatie.
Observatia V.2. Pentru cazul vectorilor liberi notiunea de echipolenta este echivalenta cu cea de egalitate.

Definitia V.6. Doi vectori se numesc opusi dacad au aceeasi directie, acelagi modul si sensuri diferite. In cazul vectorilor

legati ei trebuie sa aiba si aceeasi origine.

Opusul unui vector V se noteaza —V .
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Vectorii cu care operam in continuare snt considerati vectori liberi. Dacd avem mai multi vectori liberi ei pot fi adusi

astfel incat s aiba aceeasi origine.

Operatii cu vectori

Definitia V.7. (Regula paralelogramului) Fie 171 si 172 doi vectori dati avand originea in punctul O. Se numeste suma a

vectorilor V] si 172 , vectorul OA , unde 4 este varful opus lui O in paralelogramul construit cu ajutorul celor doi vectori

(fig.1). Notatia folosita este:

0 > Fig.1.

Definitia V.8. (Regula liniei poligonale inchise) Se numeste sumd a vectorilor V| si 172, vectorul OA, unde O este

originea primului vector, iar A este extremitatea celui de-al doilea, acesta din urma avand originea in extremitatea primului

(fig.2.).

v,

Y

O Fig.2.

Aceasta regula este echivalenta cu regula paralelogramului, dar prezinta avantajul ca poate fi usor aplicatd cazului in

care avem de ficut suma a n vectori n > 2,n € N .

Fig.3.

—_ 6_
S=>7,.

i=1

Propozitia V.1. Adunarea vectorilor are urmatoarele proprietati

N

LV + 172 = 172 + 171 (comutativitate).
2. (171 +7, )+ V,=V, + (172 + 173) (asociativitate).

54



Fig. 4.

Se observa ca vectorul diferentd are originea in extremitatea scazatorului i extremitatea in cea a descazutului.

Definitia V.10. Se numeste produs dintre scalarul a §i vectorul V' un alt vector, notat al , care are aceeasi directie cu
vectorul dat, acelasi sens sau sens opus cu V' dupd cum a este strict pozitiv, sau strict negativ, iar modulul este dat de

relatia: Ha 7” = MHVH

Observatia V.4.Prin inmultirea unui scalar nul cu orice vector se obtine vectorul nul.

Propozitia V.2. Inmultirea vectorilor cu scalari are urmatoarele proprietati:

1. (a + b)I7 =aV +bV (este distributiva fatd de adunarea scalarilor).
2. a(?l + 172 ) =a 171 + a172 (este distributiva fata de adunarea vectorilor).
3. a(b 17) =(ab)V .

Definitia V.11. Se numeste versor al unui vector un vector unitar care are aceeasi directie si acelasi sens cu vectorul dat.

[~

Versorul vectorului ' se noteazi cu versV si este dat de relatia: versV =

|

Descompunerea unui vector dupa doua directii concurente din plan

Fie d,,d, doud directii in plan ce se intersecteaza in punctul O. Consideram vectorul dat, v , situat n planul celor
doui directii, avind originea in O si extremitatea in punctul 4 (Fig.5). Din 4 se duc paralele la d | s d , §i se noteaza cu

A, , A, punctele de intersectie.

Avem relatia: V = 04 =04, + OA4, . Vectorii OA4,,04, se numesc componentele vectoriale ale vectorului dat

fata de directiile d 1> d 5.
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Fig.5.

Descompunerea unui vector dupa trei directii concurente necoplanare.

Fie d,,d,,d; cele trei directii concurente in O si V' vectorul dat, avand originea in punctul O (fig.6).

Din extremitatea 4 a vectorului dat, ducem o paraleli la dreapta d 5 pana cand aceasta intersecteaza planul format de
d 1> d , In B. Din B ducem apoi paralele la d s d , sinotdim cu A,, 4, aceste intersectii, iar din 4 ducem o paralela la OB

si notam cu A3 intersectia ei cu d3.
Notand 171 = @1, 172 = @2, 173 = @3, obtinem:

V=V +V,+V,,

iar V|, V,,V; poartd numele de componentele vectorului dat dupa cele trei directii.
Propozitia 6.3. Daci vectorii V;,V, sunt coliniari atunci intre ei exista relatia @V, + V, =0, cu a, B€ R

Observatia V.5. Doi vectori V;,V, sunt coliniari daca si numai daci exista un scalar @ € R astfel incat V, = aV/,.

Proiectia unui vector pe o axa

Prin axa intelegem o dreapta pe care s-a stabilit un sens pozitiv de parcurgere a punctelor sale. Vectorial o axa este

caracterizata de un versor.

Definitia V.12. Numim unghi a doi vectori 171, 172 unghiul din intervalul [O, 72'] format de sensurile lor pozitive, pe care-1
notim prin (171 R 172 )

Considerim un vector AB =V sio axi D, de versor &
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Definitia V.13. Numim proiectie a vectorului v pe axa D un scalar egal cu produsul dintre modulul vectorului considerat

si cosinusul unghiului format de acest vector cu axa D. Notam:

pryV = HV” oS (V,D) sau pr.V = HV” oS (17,5).
Proiectia unui vector pe o axa este un scalar pozitiv sau negativ, dupa cum unghiul dintre vector si versorul axei este ascutit
sau obtuz.
Expresia analitica a vectorilor
Sa consideram trei drepte D), D,, D;, concurente intr-un punct O, si ortogonale doua cate doud. Orientim aceste
trei drepte cu ajutorul versorilor i " j, k astfel incét triedul O(ZT,j, k ) sd fie direct, adica un observator situat de-a lungul
versorului k , cu capul in sensul lui k si observe suprapunerea versorului i peste ]_ de la dreapta spre stanga dupa un

unghi de 90°. Figura geometrica astfel construiti se numeste reper cartezian ortogonal, iar axele se noteaza de obicei cu

Ox, Oy, Oz.

Sa consideram un punct M in spatiu.

Vectorul OM  se numeste vector de pozitie al punctului M. Descompunem acest vector dupd directiile axelor Ox,

Oy, Oz. Astfel obtinem:

OM =OM, +OM, +OM, .

OM,,0OM ,,OM , poarta numele de componentele vectoriale ale vectorului OM .

Componentele vectorului de pozitie al lui M fiind coliniare cu versorii acestora existd scalarii X, ),z astfel incat

OM, =xi, OM, = yj, OM, = zk si deci

OM =xi + yj+zk .
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Definitia V.14. Scalarii care apar poartd numele de componentele sau coordonatele scalare ale vectorului OM .

O notatie echivalenti pentru vectorul OM este aceea care precizeazi doar componentele scalare ale vectorului,
adica: OM(x, v, Z)

Relatia. OM = xi + yj + zk poartd numele de expresia analiticd a vectorului OM . Scalarii x,y,z se numesc

coordonatele carteziene ale punctului M; x poartd numele de abscisd, y se numeste ordonata iar z cota punctului M.

Fiecarui punct din spatiu ii corespunde in mod unic un triplet (ordonat) de numere reale, coodonate carteziene ale sale, si

reciproc.

Consideram acum un vector oarecare determinat de coordonatele extremitatilor sale A(xl, yl,Zl)(origine), si

B(xzvyzozz)'

Avem: V = AB = OB —OA . Dar OA = xllT + ylj + leg , lar OB = leT + yzj + 22];, astfel ca obtinem:

VZAB:(xz _x1)17+(yz _yl)j"'(zz _Zl)k .

A

M

Scalarii (x2 - X, ), (y2 -V ), (22 - Zl) se numesc componentele scalare ale vectorului A5 .

v

Transcrierea analitica a operatiilor studiate.

Consideram doi vectori dati prin expresiile lor analitice:

4 :x117+y1]_'+zll; si 172 :x217+y2j+221;.

N

=V, e X =X, 50,2 = 253
aV, =ax,i +ay,j +azk .

17 = 171 + 172, are expresia analitica: 17 = (xl + X, )17"‘()’1 +), )j+(zl +z, )l;

n n n n _
In cazul sumei a n vectori avem relatia: V' = Z V., = (Z X, )i + (Z Ym ]] + (Z z, jk .
m=1 m=1 m=1

m=1

V= 171 - 172 , are expresia analitica: V= (x1 - X, )l_ + (y1 ) )]_ + (Z1 -z, )k .
Observatia V.6. Doi vectori 171, 172 sunt paraleli (coliniari) dacd si numai dacd & € R astfel incat:

v v X W 5
Vi=alV, & L ="L="1

Xy Vo 2y

58



Produsul scalar

Definitia V.14. Se numeste produsul scalar a doi vectori 171, v, , un scalar notat 171 . 172 , egal cu produsul dintre modulele

celor doi vectori si cosinusul unghiuli format de acestia, adica
77 - eos 7).

in cazul particular al vectorilor egali obtinem: HV” =V V.

Propozitia V.4. Produsul scalar a doi vectori are urmatoarele proprietati:
1.Produsul scalar este nul in urmatoarele situati:
a) Daca cel putin unul dintre vectori este vectorul nul

b) Céand vectorii, fiind nenuli, sunt ortogonali, deoarece in acest caz cosinusul unghiului dintre ei este egal cu

Z€10.

De aici putem deduce urmatoarea propozitie: conditia necesara si suficientd ca doi vectori nenuli sa fie ortogonali

este ca produsul lor scalar sa fie nul.

2. Produsul scalar a doi vectori este egal cu produsul dintre modulul unui vector si proiectia celuilalt pe el, adica:
171 . 172 = qu(prﬁ 172 ), sau schimband rolurile vectorilor , 171 . 172 = Hfz H(pl’,/2 171)

3. Proiectia unui vector pe o axa este egala cu produsul scalar dintre vectorul dat si versorul axei.

o
I

4. Este comutativ, adica 171 . 172 =
5. Este distributiv fatd de adunarea vectorilor, adica:

V-V 47 )= WV, 47 T
6. Dacd a,b sunt scalari, avem: (aVl)- (b172 )= (ab)(?l v, )

Observam ca avem urmatoarele relatii:

fi=jickk=l i j=jk=k-i=0
Consideram 171 = xllT + ylj + leg si 172 = leT + sz_' + 22/; .
Expresia analitica a produsului scalar este:
I71 172 =XX, + Y, 2,2,
In cazul particular al vectorilor egali obtinem:
VV=x+y +z’ SHVHZW/XZ +y2+2%.

Deducem formula cu ajutorul careia putem calcula cosinusul unghiului format de doi vectori (directii) §i apoi expresia

analitica a sa. Avem:
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_ V..V
)
COS(TZ,Z)— X\ X, + Y, t 2,2,

Vi yi ezt x4yt 422
Observatia V.7. O conditie necesara si suficienta ca doi vectori sa fie ortogonali este:
VLV, < xx,+yy, +z,z,=0.

Definitia V.15. Cosinusurile unghiurilor pe care le face un vector cu axele reperului cartezian poart numele de cosinusurile

directoare al vectorului considerat.

Fie &, 3,7 unghiurile pe care le face V =xi+ y]_' +zk cu axele de coordonate, atunci:

T X =
cosa = cos(V, i) = —————, cos 8 =cos(V, )= ——2—,
- z
cosy=cos(V,k)=—.
XYz’
= _ 17 xl_+ _.+Z]; T T I
Expresia analitica a versorului lui " este: U=9== MW TER cosai +cos ffj + cos yk .
HVH JxP+yi 4z’

Exemple:

1. Se dau vectorii ¥V, =2i +3] — 4k i V,=2j —k . Sa se determine produsul lor scalar, modulele si versorii lor

precum si unghiul dintre cei doi vectori.

Solutie: Produsul lor scalar este: V- 172 =6+ (— 1)(— 4) =10

Modulele lor sunt: HVIH =\/22 +3? +(— 4)2 =\/%, HZH =427 +(— 1)2 = \/g

Versorii celor doi vectori sunt:

k

v, 3 - _ "
v,

poli_ 25,35 4. B 25 1
R

Unghiul dintre cei doi vectori este determinat cu ajutorul cosinusului sau:

A oy 10 45
cos(Vl,Vz)——HI%HHI{H = COS(V]’VZ)_—\/%\E_M'

2. Pentru ce valori ale numérului real m vectorii ¥, = mi +2j +k si V, =i +mj —3k sunt ortogonali?

Solutie: V, LV, <V, -V, =0, sideci 3m-3=0=>m=1.
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Produsul vectorial.

Definitia V.16. Produsul vectorial a doi vectori V,V,, considerati in aceastd ordine, este un vector notat V; XV,

perpendicular pe vectorii V,,V,, orientat astfel incat triedul Vi, V,,V, x V sd fie drept (orientarea este datd de regula
mainii drepte sau a burghiului, adica este sensul de inaintare a burghiului astfel incét vectorul V| si se suprapuna peste V-

pe drumul cel mai scurt), iar modulul este dat de relatia:

o<l = [Pl sin(®:.72).

Propozitia V.5. Produsul vectorial are uratoarele proprietati:

1. Modulul produsului vectorial este un scalar reprezentand aria paralelogramului construit pe cei doi vectori;

,

| »
»

1 Fig. 10

De aici putem deduce o formula pentru calculul ariei unui triunghi ABC. Avem:
l— —
O e = EHAB x AC|

2. Produsul vectorial se anuleaza in urmitoarele situatii:

3. V, xV, ==V, xV, (este anticomutativ);

4. ( ) ( ) ab)(V xV, ) pentru orice scalari a,b;

I7 (I7 173 ) = 171 X 172 + 171 X 173 (este distributiv fata de adunarea vectorilor).
Expresia analitica a produsului vectorial
Pornind de la relatiile evidente: ixi=jxj=kxk=0
ixj=k,jxk=1ikxi=],

= x,0 +¥,] + 2,k i

obtinem urmatoarea expresie analiticd a produsului vectorial al lui V| = xllT + ylj +z,k cu b,

aceasta ordine:

i j k
I71><I72 =X N 2
X, Va2 2y



Exemple:
1. Se dau vectorii V= 4 +37 -k i Vv, = 3i +2j—2k . Sa se determine versorul unei directii

perpendiculare pe planul determinat de cei doi vectori.

Solutie: Vectorii dati sunt necoliniari (E # Ej si deci irectiile lor determinad intr-adevar un plan. Toate dreptele

perpendiculare pe planul determinat de vectorii dati sunt paralele intre ele. Astfel, exista doua directii (drepte orientate) cu

proprietatea din enunt, una avand drept versor versorul lui ¥, XV, si cealalta versorul opus.

i j k| |i j Kk

— = 43 -1 -4 -1 4 3 [
VixV, =|x =4 3 —l|=i —J +k =—4i+5j-k
1 2 TN S R4 2 2 ]3 _2‘ ‘3 2‘ 1+J)
X, Y, zZ,| |3 2 =2
) ) _ 4 5 1 -
Astfel unul din versori este: U = — 1+ k.

l —
V42 42

2. Fiind date punctele A(— 1,3,1), B(l,l,l) si C(O,—1,2) sd se determine perimetrul si aria triunghiului pe care

Celalalt versor este: — U =

~

aceste 11 determina .

Solutie: Calculam lungimile laturilor triunghiului. Avem:

AB =2i-2]=|4B|=8, 4C =i -4j+k = [aC| =18,

BC=—-i-2j+k = B_CH:JE.
Astfel P, :\/g—i-\/ﬁ—i-\/g.

li— ——
Aria este datd de: 0 5 = EHAB X ACH.

i j k
ABxAC=]2 =2 0|=-2i-2j -6k = [4Bx AC| =44 , deci aAgczéJﬂ:\/ﬁ
1 -4 1

Produsul mixt

Definitia V.17. Produsul mixt a trei vectori V|, V,,V;, considerati in aceastd ordine, este un scalar, notat (Vl NS ),

egal cu produsul scalar dintre vectorii 171 si 172 xV, , adica,
(VI’VZ’V3)= Vl ’(Vz XVS)
Observatia V.7. Valoarea absoluta a produsului mixt este egala cu volumul paralelipipedului construit pe cei trei vectori.
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Produsul mixt a trei vectori V, = x,i + y,j+z,k , V, = x,0 +y,j+z,k , V; = x,i + y,] + z;k , are urmitoarea

expresie analitica:

X N g
(VlaVzaVz.):xz Yo 2y
X3 Y3 Z3

Propozitia V.5. Produsul mixt are urmatoarele proprietati:
L. (VlonoVs): (VzvV3>V1): (V3>V2»V1)»

2. (al7l,b172,cl73): (abc 171,172,173)

3. Este aditiv 1n oricare dintre argumentele sale, de exemplu (171 V5.V +

1,V25V3)+(I71,I72,_4), deoarece

~

)=(

ANl

4. (7,,,,47,)=0, (V)1 e R.

5. Trei vectori: V; = x117+y1]_'+zll;, 172 = leT-i-yzj—l-Zz]; s 173 = x3lT+y3]_'+Z3l; sunt coplanari daca si numai

daca
X 4
(VI’VZ’V3)='x2 Y, Z,/=0.
X3 V3 Z3
Exemple:

1.Se dau trei forte: F, = —i +3j+2k, F, =—i-6j+2k, F; =3/ +12j + 6k . Sa se arate ca toate

actioneaza n acelasi plan.

Solutie: Folosim conditia necesara si suficienta ca trei vectori sa fie coplanari:

-1 3 2
(F.F.E)=|-1 ~6 2=0.
~3 12 6
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Dublul produs vectorial.

Definitia V.18. Dublul produs vectorial a trei vectori V|, V,,V;, considerati in aceasta ordine, este un vector, notat cu V',

dat de egalitatea: V' = 171 X (V2 X 173 )
Propozitia V.6. Vectorul V= 171 X (172 X 173 ) este coplanar cu vectorii 172 R 173 si verifica relatia:
V="V X(Vz XV3)=(VI ‘V3)V2 _(Vl ‘Vz)Vp
aceasta purtand numele de formula de descompunere a dublului produs vectorial.
V.2. Probleme rezolvate
1.Fie 4(,2-1) , B(10)1) , C(-2,1.2)
Sa se calculeze:
a) Perimetrul triunghiului ABC;
b) Aria triunghiului ABC;
¢) Unghiul B al triunghiului ABC;

d) Versorul directiei vers (R’ X @),

e) Volumul tetraedrului OABC.

Solutie:

a) Perimetrul triunghiului ABC este Py pc= "AB" + "A C" + "BC”

Avem:
AB=(1-1)i+(0-2)j +(1+ 1)k =2/ +2k =

4B|=/(-2) +2* =8

AC=(-2-1)i+(1-2)j+ Q2+ 1k =-3i— j+3k =

2
AC|=/(=3F + (17 +3" =0+ 1+9 =419

BC=(-2-1)i+(1-0)j+(2-1k=-3i+j+k=
BC|=y(-3f +1*+1* =9 +1+1=+1L

Astfel obtinem: P, . = \/g + \/E + \/ﬁ

b) Aria triunghiului ABC este data de relatia:

ik
amzl‘ﬁm_c, [4Bxac|=|0 -2 2=-4i-6/-6k.
2 -3 -1 3
[4B < B =(=4) + (= 6] +(=6) =+16+36+36 =90 =310,
& e =5 [ABx4C| =2 3410
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. BA-BC 0
c) cosB = =
BA|-|BC| |BA|-|BC

N
Il
o
U
o>
Il
NN

d) Vers(R’x@) _C C_
ACxCH|
i j ok
HZ‘xﬁH: ~3 —1 3|=4i+6/+6k. HRx@“:Mz +62+6> =/98 = 742.
3 -1 -1
4i+6j+6k 4 - 6 - ﬁ- 3\/_— 3f—
Vers = ] k=
W2 W2 7J_ 2 7
e) Volumul tetraedrului ¥V pc se calculeaza folosind relatia:
Vo= ié(a,@,o—c)
. 1 2 -1 . 5
Vouwe =t 1 0 1 :J_rg(—lo):5
-2 1 2
5
Vousc :g'
2. Fie A(O,m,l) R B(— 1,3,—1) R C(2,—1,2). Sa se determine m € R astfel incét aria triunghiului ABC si fie
minima.
Solutie:

AB=(-1-0)i+(B-m)j+(-1-1k=—i +(3-m)j -2k =
AC=02-0)i+(-1-m)j+Q2-Dk=2i-(1+m)j+k=
BC=(2 Di+(-1-3)j+Q+1)k=3i-4)+3k =

ABxAC=|-1 3-m =(1-3m)i =37+ (3m -5k

T oo :%“(l—3m)f—3]+(3m ~s)k] :%\/(1—3m)2 (34 Bm-5) =

V18m?* =36m +35
O pc = )

Aria triunghiului va fi minima atunci cand expresia 18m” —36m + 35 va fi minima. Afland minimul functiei de gradul doi

obfinem:  min(18m® —36m +35)= —2 = o),
4a 4-18
Acest minim se obtine cand m = ;—b = % =1. Astfel o, = \/;_7 si se obtine pentru m =1, deci pentru A(O,l,l).
a
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3.Fie A(2,m,1) , BO~1,m) , C(1,-2,-1)
Se cere:
a) Sa se arate ca perimetrul triunghiului ABC este cel putin egal cu \/5 + \/g + \/g .
b) Sa se afle valorile pozitive ale lui m pentru care aria triunghiului ABC este 2\/5
¢) Sa se afle volumul tetraedrului O4BC si distanta de la O la planul ABC.

d) Valorile lui m astfel incét punctele O,A, B, C sa fie coplanare?

Solutie:

a) AB=(0-2)i+(-1-m)j+(m—1)k = AB=-2i—(1+m)j+(m—1)k

AC=(1-2)i+(-2-m)j+(-1-1)k => AC=—i—(2+m)j -2k
BC=(1-0)i+(-2+1)j+(-1-mk=BC=i-j—(1+mk. .

Astfel avem:

= P, =6+2m> +y9+4m+m> ++3+2m+m>

ABC

Py =V6+2m> +4[5+(m+2) +42+(m+1} 26 +4/5++2
li— —

b) O 4BC :EHABXAC“
i j k

ABxAC=|-2 —(l+m) m—l=(m2+3m);—(m+3)}+(m+3)l_c:>
-1 —(2+m) -2

ExACz(m+3)(mf—}'+%):>

/ 2
:“Ex%”z|m+3| m +2 = O'ABC=2\/§C> 3|m+3|++2=2\/§c>|m+3|\/m2+2 =4\/§c>
(m+3Y (m* +2)=48 < m*+6m +11m* +12m—30=0<

(m—1)m* +7m* +18m +30)=0.

Astfel singura radicind pozitiva a ecuatiei este m =1, céci al doilea factor este > 30, pentru m pozitiv.
I — ——
¢) Volumul tetraedrului OABC este dat de: V. = g‘(OA,OB,OC ]

2 m 1

1 m? +4m+3‘
VOABC:igo -1 m :T
1 -2 -1
Dar V¢ :%GABC 'd(O’ ABC):> d(O,(ABC)):—3 .GVOABC
ABC
\/— |(m +1)(m +3l
2 A S |
Cum O :|m+3|—m+2 = d(O,(ABC)): 2 — |m+l|
? P 3w +2 w42
2
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d) O, 4, B, C sunt coplanare <> (@,@,%)z 0= |(m + 1)(m + 3] =0

m=-1sau m=-3 & me{-3,-1}.

4. Fie A(1,0,m), B(1,2,-m), C(0,-12) Si se determine meR astfel inct vectorii 4B, BC si fie
ortogonali,
Solutie:
AB=(1-1)i+(2-0)j+(~m—m)k = AB=2j—2mk
BC=(0-1)i+(-1-2)j+(2+m)k = BC=—i-3j+2+mk.
Vectorii AB, BC sunt ortogonali <> AB-BC =0.
AB-BC =—6-2m(2+m)=—6—4m —2m’

—6-4m-2m* =0 m’> +2m+3=0.Cum A=-8<0 nu existd valori reale ale lui m pentru care vectorii sa fie

ortogonali.

5.Fie A(l,m,0), B(2,1,-1), C(~12,-1).
Se cere:
a) Sa se afle valorile lui m € R astfel incat perimetrul triunghiului ABC sa fie minim
b) Sa se afle valorile lui m € R astfel incat aria triunghiului ABC sa fie minima
c) Sa se afle valorile lui m € R astfel incat aria triunghiului ABC sa fie 3
d) Sa se afle volumul tetraedrului OABC si distanta de la O la planul ABC. Exista m € R astfel incat distanta sa fie 1? Dar
V22
e) Exista valori naturale ale distantei de la O la planul ABC care sd nu poata fi obtinute indiferent de pozitia Iui A, de
coordonatele numere reale, in spatiu? Exista plane ABC situate la orice distanta, numar natural, de punctul O?
e) Valorile lui m astfel incat punctele O,A, B, C sa fie coplanare?

Solutie:
a)  Perimetrul triunghiului ABC este P .= |4B] +[4C| +[BC]
Avem:

Ezﬁ(l—m)}—%:”ﬂ” =\2+(1-my

AC = 2i+(1-m)j—k = [4C| =[5+ (1-m)}

BC—-3i+ =B =10

Astfel obtinem: P, . :\/2+(1—m)2 +\/5+(1—m)2 +\/E,

Observam ca P, ;. = \/2 + (1 — m)2 + \/5 + (1 - m)2 + \/ﬁ > x/i + \/g + \/E , care reprezintd deci valoarea minima a

perimetrului ce se obtine dacd 1 —m =0, adicd pentru m =1.

b) Aria triunghiului ABC este data de relatia:
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i Jj ok
-y <ac) [amacl=| 1 1-m —d=sjesi-mi
-2 1-m -1

HEXR’H=3\H+(1—m)Z = O e Z%“EX%“=§1,1+(I—M)Z

3 3 . - . . .
Observim ca o, = E 1+ (1 - m)2 2> E , deci valoarea minima a ariei este 5 si se obtine pentru m =1.

O-ABC

c) O pc = \I 1 m —3<:>\11+1 m —1<:>m 0 saum=2.

d) Volumul tetraedrului ¥V pc este:

1 m O
VOABC:i% 2 1 _1:4_3?171:@
-1 1 -1
E
3 VOABC 2 |m|

d(0,(4BC)) =1 |(m| )2=1<:>#=1<:>2—2m=0<:>m=1

1+(1-m m-+m

2

d(0,(4BC))=2 & ——— [ “2e—"——2em-4m+d=0(m-2) =0 m=2

/1_,_(1 m) 2-2m+m’

2
d(O,(ABC))ZkQ%Zk©$Zk2@(1—k2)m2—2km+2k=0
—m

Ecuatia admite solutii reale daca si numai daca A >0 < k(Zk2 +k— 2)2 0ske |: 2

TURIEE

Astfel, pentru orice valori naturale ale lui k£ exista puncte A 1n spatiu, cu coordonatele numere reale, astfel incat
d(0,(4BC))=k.

Exista valori naturale ale lui k , astfel incdt oricare ar fi A in spatiu, cu coordonatele numere reale, d(O,(4BC))# k ?

) O, 4, B, C sunt coplanare <> (@,@,%)z (IR |m| =0cm=0.
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VI. ELEMENTE DE GEOMETRIE ANALITICA

VL.1. Dreapta in spatiu

Observatia VL.1. O dreapta in spatiu poate fi determinata de :
1. un punct i o directie data;
2. doud puncte distincte;

3. intersectia a doud plane.

Definitia VI.1. Daca d este o dreaptd oarecare si a €V 3,5 #0, c_z"d spunem ca a este un vector director al dreptei

1) Dreapta determinata de un punct si de un vector director Z(l, m,n)

Propozitia VL.1. Fie M(xy,vo.zo) un punct dat din spatiul euclidian tridimensional si @ € V3,23 #0 un vector
dat. Atunci existd o unicd dreapta d ce trece prin My si are vector director pe a .
Justificarea este imediatd deoarece printr-un punct trece o singura dreaptd paraleld cu o directie datd (directia vectorului
a).
Fie M un punct arbitrar din spatiu, M € d < MO—M coliniar cu a .

Acest lucru se realizeaza < (El)t € R astfel Incat:

MM =ta or-ry=tasr=n+ta.
Ecuatia 7 =7y +ta poartd numele de ecuatia vectoriald a dreptei ce trece prin punctul de vector de pozitie 1y si are
ca vector director pe a .
Considerand ;(Z ,m, n) si proiectand ecuatia vectoriald pe axele reperului cartezian considerat obtinem relatiile:

x=xq+1t
y =y +mt teR.

z=2zg+nt
Aceste relatii poartd denumirea de ecuatiile parametrice ale dreptei ce trece prin Mo(xo, yo,zo) si are vector
director pe a(l ,m,n). Daca din ecuatiile parametrice elimindm parametrul ¢, deducem sirul de rapoarte egale:

X=Xy _YV=Vo _ Y=o
/ m no

ce poarta nunmele de ecuatiile carteziene canonice ale dreptei ce trece prin M ,(x,, yo,zo) si are ca vector director pe

a(l,m,n).
Observatia VL.2. Facem urmdtoarea precizare: dacd numitorul unui raport este 0, atunci numdratorul
corespunzator trebuie sd se anuleze.

2) Dreapta determinati de doua puncte distincte

Propozitia VL.2. Fie M,(x;,y;,z;) i= 1,2 doud puncte distincte date din spafiul euclidian tridimensional. Prin

. C o . . A U AP 4 N A
cele doud puncte trece o dreaptd unica ale carei ecuatii carteziane sunt: = = .
Xp=X Va=V1 227 %
Justificarea este imediatd deoarece un vector director pentru dreapta cautatd este vectorul
MMy =(xy = xp )i +(3p = 3)j+ (20— 21 k.
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3) Unghiul dintre doua drepte
Definitia VI.2. Se numeste dreapta orientata perechea (d ,d ) unde d reprezintd un vector director al dreptei d.

Unghiul dintre doud drepte orientate d,,d,, de vectori directori 671 si 572 , notat @, este unghiul dintre vectorii 571 sid ,, dat

de:

N\

(d.d2)
Jeil:]

Acest unghi se numeste unghiul orientat al dreptelor d,,d, .

cosf = ,06[0,7[].

Prin unghiul neorientat al dreptelor d,,d, , infelegem unghiul ascufit dintre cele doua drepte (neorientate). El se noteaza

cug sieste dat de relatia:

@) [ 1}
el =)

4) Distanta de la un punct la o dreapta

Considerdam o dreaptd d de ecuatie vectoriald: 7 =7, +fa siun punct 4 ¢ d . Dupd cum se stie distanta de la A la

orice punct de pe dreapta este mai mare sau egala cu distanta de la 4 la A", unde A4’ reprezinta proiectia ortogonala a lui 4

pe dreapta (piciorul perpendicularei duse din A4 pe dreapta).

Definitia VI.3. Numim distanta de la punctul A la dreapta d numarul real pozitiv notat p(A, d ) dat de relatia:

Ad)= mi
pl4,d) [min,

M| adica p(4,d)=[44].

Propozitia V1.3. Distanfa de la un punct A la o dreapta d, de directie d (l,m,n), ce trece prin M, (xo.yo,zo),

este :

p(A,d):%“de

5) Pozitia relativa a doua drepte in spatiu

Fie d,,d, doua drepte din spatiu, de ecuatii vectoriale:

QU

17 =1 +1a,
dy:7=r+ita,
Cele doud drepte pot fi:
e Coplanare
= Paralele (n-au nici un punct comun iar a,,a, sunt coliniari);
= Confundate (au un punct comun iar @,,a, sunt coliniari);
=  Concurente (au un punct comun iar a,,a, sunt necoliniari);

e Necoplanare.

Propozitia V1.4. Dreptele d,,d, sunt coplanare dacd si numai dacd (51,52,M1M2)=0, unde Ml(Fl)e d, si
M, (’72)e d,.
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VI.2. Planul in spatiu

Definitia VI.4. Fie 7 un plan dat . Un vector n € V3,ﬁ # 6 perpendicular pe planul 7, se numeste vector

normal la planul 7 .

Definitia VL.5. O dreapta d, perpendiculard pe planul & se numeste normala la planul 7 .
Definitia V1.6. Perechea formatd dintr-un plan x si un vector normal la acel plan, n € V3,ﬁ =0, se numegte plan
orientat §i se noteazd (ﬂ,ﬁ).
Planul imparte spatiul in doud semispatii: semispatiul pozitiv, mulfimea S, = {j\/[ cE/MM = m,t > 0}, unde M’
reprezintd proiectia ortogonald a Iui M pe planul 7, si semispatiul negativ, multimea S_ = {M €eE /MM = tn,t< 0}.
1. Planul determinat de un punct si un vector normal
PropozitiaVL5. Fie M, E” 5i 1 € y3 N F# 0 fixat, atunci existd un unic plan 7 ce trece prin M si are ca

vector normal pe 1 .
Justificarea este imediatd deoarece printr-un punct trece un singur plan perpendicular pe o directie data.

Evident avem:
Mer e MM L < (MM, 7)=0.
Considerand M (170 ) si M(7), relatia precedenta devine:

((F=r)u)=0.
Ea se numeste ecuatia vectoriald a planului care trece prin M (;70) si are ca vector normal pe n .
Daca M, (xo, Yo> zo)si 7 = Ai + Bj + Ck , ecuatia precedenta devine:
Alx=x0)+B(y = yy)+C(z—-2) = 0.
Ea se numeste ecuatia carteziana a planului care trece prin M, (xo, 0> ZO) si are ca vector normal pe
= Ai + Bj+ Ck .
Prelucrand aceasta ecuatie gasim succesiv relatia:
Ax+By+Cz+ D=0,
unde D = —(Ax, + By, +Cz,).
Propozitia V1.6. Un plan este caracterizat analitic printr-o ecuatie de gradul I in variabilele x,y,z., de
forma Ax+ By +Cz+D =0, cu 4,B,C,DeR, |4+|B|+|C|%0.
Se poate demonstra si reciproc, si anume ca o ecuatie de gradul I de forma celei din propozitia precedenta,
reprezintd ecuatia unui plan ce trece printr-un punct ale carui coordonate reprezintd o solutie particulard a ecuatiei

considerate, si care are ca vector normal vectorul are carui componente scalare sunt coeficientii necunoscutelor din ecuatia

data.

Ecuatia de mai sus poartd numele de ecuatia carteziana generala a planului.

Exemple:
1) Ecuatia —x+2y+1=0 reprezintd in R® ecuatia unui plan de vector normal ﬁ(— 1,2,0) ce trece prin
M (1,0, a),a eR.in R? ecuatia precedentd reprezintd ecuatia unei drepte.
2. Planul determinat de un punct si doi vectori necoliniari

Definitia VI.7. Un vectora € V>,a # 0 se numeste vector director pentru planul 7 dacd este paralel cu acest plan.
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Propozitia V1.7. Fie un punct M (xO»J’o»ZO) dat si doi vectori necoliniari @ §i b, atunci existd un unic plan ce

trece prin M, si are ca vectori directori pe a §i b.
Justificarea rezulta din faptul cd doua drepte concurente determind un unic plan (cele doud drepte au vectori

directori pe @ , respectiv pe b si trec prin M, 0)-

in mod evident un punct M e x & MM ,(,_Z,E sunt vectori coplanari, adicd < (M oM ,E,E ) =0.

Daca avem MO(FO) si M(F) , obtinem: (;7 - ;70,6_1,5): 0.

Aceasta poartd numele de ecuatia vectoriald a planului ce trece prin M (;70) si are ca vectori directoripe @ si b .
Daca M, (xo, yo,zo) . M (x, y,z), E(ll ,m, ,nl) si b (lz, m,, n2) ecuatia precedenta este echivalenta cu ecuatia :

X=Xy Y=Yy Z72Zy

Aceastd ecuatie poartd denumirea de ecuatia carteziand a planului determinat de Mo(xo, yo,zo) si de doi vectori

necoliniari E(ll,ml,nl) si E(IQ,mz,nz).

3. Planul determinat de trei puncte necoliniare

Propozitia VI.8. Fie M, (x[,yi,zl.), i =1,2,3, puncte necoliniare. Atunci exista §i este unic un plan 7T ce confine

cele trei puncte.

Men<s MMMM, MM, sunt coplanari < (MlM,Mle,M1M3):O =

x vy z 1
X=X Y= z—Z

oy 1
X=X, V,=V Z,—z|=0& =0

X, v, oz 1
X3 =X V3=V Z3TZ

X3 ¥y oz |l

Aceasta ecuatiec se numeste ecuafia carteziand a planului  determinat de punctele necoliniare

M;(x;, .2 i =123,

4. Unghiul dintre doua plane

Unghiul dintre doud plane orientate cu vectorii normali 7, respectiv n, este ¢ dat de:

m.m2)

COSP = y———> 406[0,”],
[l I72)
si poartd numele de unghiul orientat al planelor considerate.

Prin unghiul neorientat al planelor date intelegem numarul real 6 € {0,%} dat de egalitatea : cosf = %
LG I

Definitia VI.8. Numim distantd de la punctul Mo(xo,yo,zo) la planul 7 : Ax+ By +Cz+ D =0, numarul real

pozitiv notat ,D(Mo,ﬂ') definit prin: p(MO,ﬂ) = rEin“MoA“.
Observatia VLI.3. Distanta de la un punct la un plan reprezinta de fapt distanta dintre punctul considerat si

, unde M|, reprezintd proiectia lui M, pe planul 7 .

proiectia ortogonald a acestuia pe plan, adica p(M 0,7[) = HM M,
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Distanta de la punctul M (xo, yo,zo) laplanul 7 : Ax + By + Cz + D =0 este data de:

Ax,+ By, +Czy+ D
P(Mm”):| : > 02 02 |
x/A +B°+C

5. Pozitia relativa a doua plane

Considerdam planele 7,: Ax+By+Cz+D, =0, n,: A,x+B,y+C,z+ D, =0.

Planele pot fi:
. . L . Ax+By+Cz+D =0 . .
e Paralele, dacd nu au nici un punct comun, adica < sistemul este incompatibil,
A,x+B,y+C,z+ D, =0
LR Al Bl Cl . Al Bl Cl Dl
adicd < rang =1 §1 < rang =2,
AZ BZ CZ AZ BZ CZ D2
AZ BZ CZ DZ

o . . . Ax+By+Cz+D, =0 o )
e Confundate, daca ele coincid, adica <> sistemul este compatibil dublu nedeterminat,
A,x+B,y+Cy,z+ D, =0

adica

. i o ) Ax+By+Cz+D =0 o
e Secante, daca intersectia lor este o dreaptd, adicd <> sistemul este compatibil simplu
A,x+B,y+C,z+ D, =0

nedeterminat, adica

Al Bl Cl Al Bl Cl Dl
& rang = rang =2
A2 BZ C2 A2 BQ C2 D2

Observatia VLI.4. O dreaptd d poate fi data §i ca intersectia a doud plane. Ecuatia ei se scrie astfel:

| Ax+By+Cz+D =0
" |A4,x+B,y+Cyz+D,=0"

conditie la care adaugam faptul ca planele nu sunt paralele, adicd rang
Al Bl Cl
=2.
AZ BZ C2
a) Directia dreptei este data de produsul vectorial al vectorilor normali la cele doud plane, adica de:
d = (4 +Bj+Ck)x (47 +B,j+C,k).
b) Fasciculul de plane ce trece prin dreapta d este de ecuatie :
r(A1x+Bly+ Cz +D1)+ s(A2x+Bzy+ C22+D2): 0, rP+s 20,

(Prin fascicul de plane determinat de dreapta d intelegem multimea tuturor planelor care contin dreapta d.)

6. Unghiul dintre o dreapta si un plan. Perpendiculara comuna a doua drepte

Definitia VL.9. Unghiul dintre o dreapta orientatd, de directie d, si planul orientat de normala n este prin

definitie unghiul @ dat de relatia :
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. m,d > T
s1n¢):W. goe[—z,z}

Definitia VI.10. O dreapta perpendiculara pe doua drepte d,,d, date §i care intersecteaza fiecare din aceste
drepte se numeste perpendiculara comund a celor doua drepte.

Observatia VI.5. Daca cele doua drepte d,,d, sunt paralele sau confundate atunci exista o infinitate de drepte
perpendiculare pe cele doua drepte considerate ce le intersecteaza.

Observatia V1.6. Daca cele doua drepte d,,d, sunt concurente in punctul P, atunci existd o unica dreapta care

este perpendiculara pe ambele drepte si le intersecteazd. Aceasta este dreapta ce trece prin P si este perpendiculard pe

planul determinat de ele.
Observatia VI.7. Daca cele doua drepte d,,d, sunt necoplanare se stie ca exista si este unicda o dreapta d

perpendiculard pe ambele si care le intersecteazd. In acest caz perpendiculara comunam este dreapta de intersectie dintre
planul 7,, care contine dreapta d, si directia perpendicularei comune, cu planul r,, care confine dreapta d, si directia

perpendicularei comune.

Pentu a determina ecuatiile perpendicularei comune a doua drepte oarecare d, si d, de vectori directori d,,d, se

poate proceda astfel:
-se gaseste directia perpendicularei comune 7 = 571 X 672 ;
-se scrie ecuatia planului 7; ce trece prin d, si contine 7 ;
-se scrie ecuatia planului 7z, ce trece prin d, §icontine 7 ;
-intersectia celor doua plane este este perpendiculara comuna cautata, notata cu d.
Daci dy = Aji +B,j+Cik , dy = Asi +Byj+Cok ,
n=dx 672 = Ai + Bj + Ck , Ml(xl,yl,zl)e dp, Mz(xz,yz,zz)e d, , atunci ecuatiile dreptei d sunt :

X=X Yy=»n Z—Z7

VI1.3. Probleme rezolvate

1) Sa se scrie ecuatiile parametrice ale dreptei ce trece prin A(— 1,3,0) si este paraleld cu d|, cunoscand ecuatia
vectoriald a acesteia:

F=2i—jrk+t(-i+j-2k).

Sa se afle apoi distanta de la B(— 2,1,—1) la aceasta dreapta.

Observam cé dreapta d; are vector director pe (,71 =— +]_'—21; iar acesta este vector director si pentru dreapta

ceruta.
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Astfel ecuatiile parametrice ale dreptei cautate sunt:

x=-1-t¢
y=3+t teR
z=-2t

Calculam distanta de la B la acesta dreaptd, notatd cu d, folosind formula:

HAB xd, H
el

AB=(-2+1)i +(1-3)j+(-1-0)k =—i -2 -k .

de

ik
Astfel ABxd, =|-1 -2 —1|=5i—j-3k.

-1 1 =2
|4Bxd|=v25+1+9 =435
|d|=1+1+4 =6

/35
Obtinem: p(B, d) = f .

2) Sa se scrie ecuatiile parametrice ale dreptei ce trece prin punctele A(1,2,—1) si B(2,0,1). Sa se afle apoi distanta
de la P(— 2,4,0) la aceastd dreapta.

Ecuatiile carteziene ale dreptei AB sunt:

x—l_y—2_z+1<:>x—l_y—2_z+l
2-1 0-2 1+1 1 -2 2

Un vector director al ei este \7(1,—2,2).

“AP X v“
CF

AP=(-2-1)i +(4-2)j+(0+1)k =-3i +2j+k .

Distanta de la P al AB este data de: p(P AB)

i j k
Astfel APxv=|-3 2 1|=6i+7]+4k.
1 -2 2

(45 x| =36 4916 = o1
”‘_’": V1+4+4 2\/523 Obtinem: p(P,AB):%.

3) Fie d, sid, doua drepte paralele cu 571(1,0.1) si 572 (— 1,1,0) Sa se gaseasca :
a)Unghiul dintre d; si d, considerate drepte orientate, apoi drepte neorientate.

b)Ecuatiile parametrice ale dreptei perpendiculare pe d; si d, care trece prin A(l,—1,3) .
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¢) Ecuatia unei drepte ce trece prin B (0,2,—1) si este paraleld cu dreapta de la punctul b).
d) Distanta de la A la dreapta de la punctul c).
Solutie:

a) Aplicam formula cosinusului unghiului dintre cei doi vectori directori: =

cos¢):<il_l’—67_2>:_—1:_l:>¢:2_”
] T

Daca dreptele sunt neorientate atunci, notand cu ¢ unghiul dintre ele, avem:

S R N N W
alle] V222
. . . dy Ld A
b) Fie d5 dreapta cdutata. Atunci =d| xd, =d5, adica
31d;
i jk
=d,=|1 0 1= dy=—i—j+k=d,(-1-11)
-1 1 0
Ecuatiile parametrice sunt:
x=1-t
y=—-1-t teR
z=3+¢

¢) Daca dreapta este paraleld cu d, = cd are acelasi vector director

X=X V=V _Z7% :i:y__ZZZTH(dreapta d,).

/ m n -1 -1

=

d) Aplicam formula distantei:

BAxd,
d(A,d):b,
© el
unde dy = ds(-1,-1,1).
BA=i-3j+4k
ik
BAxd,=|1 =3 4/=i-5j—4k.
-1 -1 1

=J1+25+16 =+/42

Atunci obtinem: Hﬂ xd, 4

V42 42
Astfel distanta este: d(A,d4)= ——=,— =+14.
’ VI+1+1 3

x+y-2z=0

4) Sa se calculeze distanta de la A(— 1,2,—1) la dreapta d : )
-x+y+z-2=0

Solutie:
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Determinam directia lui d .

P
d=F+j-2k)x(7+j+k)=|1 1 —2=3i+j+2k =>d(3.12)
111
d(4,d)= “BA_X d”, unde B ed.
]

Coordonatele lui B reprezintd o solutie particulara a sistemului ce determina dreapta d.

. x+y=0 — - -
Considerdam z=0= 33(—1,1,0):3/1:]—/(:
-x+y=2
i j ok
= BAxd =0 1 -1/=3-3j-3k=
31 2

A9+9+9 33
Vo+1+4 14

d(4,d)

5) Sa se scrie ecuatia planului ce trece prin A(O,l,—l) si este paralel cu dreptele:

x=2-2t
sid,: sy=1+43t teR

x=3 y+2 z-1

dl
-1 1 2

z=t
Solutie:
Determindm céte un vector director pentru fiecare din cele doua drepte.
d, (— 1,1,2) si d, (— 2,3,1) . Cei doi vectori (necoliniari) sunt vectori directori pentru planul cerut in enuntul
problemei. Astfel ecuatia planului este:
x=0 y—-1 z+1
-1 1 2 =0 -5x-3y-z+2=0
-2 3 1

) . i ) o x=2y+3z+2=0
6) Sa se scrie ecuatia planului ce trece prin A(1,3,—2) siprin d: .
-x+2y+3=0

Solutie:
Scriem fasciculul de plane ce trece prin d :
7, ix=2y+3z+2+A(-x+2y+3)=0 AeR.

Determindm acum care dintre plane trece prin punctul 4:
. 9
1-6-6+2+A(-1+6+3)=0, adica A=

Deci planul cautat are ecuatia:

ﬂ:x—2y+3z+2+§(—x+2y+3)=0,adicé —X+2y+24z+43=0
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7) Sa se scrie ecuatia planului ce trece prin M (O,—2,3) si este perpendicular pe planele
a:—-x+2y—-z+3=0
F:2x+3z-1=0
Solutie:
Determinam vectorii normali la cele doua plane.
n(-1,2,-1) 7,(2,0.,3)
Planul pe care vrem sa-1 determinam trebuie sa fie paralel cu n; si 1, . Astfel ecuatia sa este data de relatia:

x=0 y+2 z-3
-1 2 -1|=06x+y—-4z+14=0.
2 0 3

8) Stabiliti pozitia relativa a dreptelor:

_{2x+y—z+1=0 .{x+y+4z—3=0

1. .

x—y-=3z+2=0 -x+y+z-1=0
Solutie:

Fie 4(-1,10)ed,, B(1,2,0)ed,
i j ok
a=2 1 -1=—4i+5j- 3k vector director al dreptei d; si
1 -1 -3

= -3/ — 5]+ 2k vector director al dreptei d- .

— A

J

a, =1 1
-1 1
Dreptele nu sunt paralele deoarece a, ,a, nu sunt coliniari.

Determinam vectorul E(LI,O) si obtinem apoi:

-4 5 -3
(c_zl ,a, ,E)z -3 =5 2|=7,adica vectorii nu sunt coplanari.
2 1 0

Dreptele d; sid, sunt astfel necoplanare.
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VII. CUADRICE SI CONICE

VII.1. Definitii, ecuatii vectoriale

Fie E> raportat la un reper cartezian ortonormat R = {O;;,;,%}.

Definitia 1. Se numeste cuadricd (sau suprafata algebricd de ordinul al doilea) multimea T a punctelor

3 . s .
M (x, v, z) € E° ale caror coordonate verifica o ecuatie de forma :

F(x,y,z): a“xz +a22y2 +a3322 +2a) )Xy +2a 332 + 2a93V2 + 2b X +2by y + 2b3z + ¢ = 0. unde a;=a bi,Csunt numere reale,

ji®

i,j=1,2,3, asaincadt:

rang| a, a,, a, =1
a, 4d; dsx

Ecuatia din definitie se numeste ecuatia carteziand generald a unei cuadrice.
Fie M(x, y,Z) el ,de vector de pozitier =xi+yj+zk, b=bji+b,j+b3yk si aplicatia liniard simetrica
ue End (V3) care in raport cu {;', j,k} are matricea
air 42 d13
A=lay axy axy
a3y dszy dsz
Ecuatia carteziand generald a cuadricei este echivalenta cu ecuatia:
< r,u(r)> +2<b,r>+c=0,
numita ecuatia vectoriali a cuadricei.
Definitia 2. Scalarul 6 =detA se numeste discriminantul mic al cuadricei, iar A=detA se numeste
discriminantul mare al cuadricei, unde
ayy ap a3 b
ayy axy ax b

az; azyy azxy b3
bl b2 b3 C

Z:

Daci in E2 considerim reperul cartezian ortonormat R{O,;,}} atunci:
Definitia 3. Se numeste conica (sau curba algebricd de ordinul al doilea ) multimea y a punctelor M (x, y)e E?

ale caror coordonate verifica o ecuatie de forma: f(x,y) =a,x’ +2a,xy+a,y’ +2bx+2b,y+c=0

(numitd ecuatia carteziand genereald a conicei), unde a, = aﬁ,bl.,c €R, i=12 si rangd>1,

a a
11 12
A =
ay Ay

Notatii analoage celor din cazul cuadricelor conduc la ecuatia:
< ;,u(;)> +2< E,; >+c=0,
numita ecuatia vectoriald a conicei 7y .
Definitia 4. Scalarul 6 = det A se numeste discriminantul mic al conicei y, iar scalarul A= det A se numeste
discriminantul mare al conicei y, unde
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ap
A= a, ay b2
b,

Definitia 5. Daca discriminantul mare al unei cuadrice (conice ) este nenul cuadrica (conica) se numeste
nedegeneratd. In caz contrar spunem ca este degeneratd.
Observatia 1. 0 este invariant la schimbari de repere ortonormate.

Observatia 2. A este invariant la schimbari de repere ortonormate.

Notand < a,b >= a - b, ecuatia vectoriala a cuadricei (respectiv conicei) se scrie:

r-u(l_f)+25-7_’+c=0.
VII.2. Intersectia unei cuadrice cu o dreapta

Fie cuadrica T':7 u(l_”)+ 2b-r+c=0 si dreapta d : r=ro+ ta, t € R. Punctele M(;)e I'nd se determini
rezolvand sistemul:
ral)e2bree=0 (ro +1a) ulro +ra)+ 2b-(ro +1a)+c =0
r=ro+ta,tcR r=ro+ta,teR.
Prima ecuatie se scrie sub forma:
Z«u(;)tz + 2(14(;0)+ E);t +70 ~u(;o)+ 2b-r0+c= 0, (*
si este o ecuatie de gradul 2 in ¢. Radacinile reale ale ei introduse in a doua ecuatie din sistem dau vectorii de pozitie ai

punctelor de intersectie a cuadricei cu dreapta d.

Cazuri ce pot fi Intalnite:
A) Vectorul a are proprietatea: 2~u(2)¢ 0.
1) Dacd ecuatia (*) are doud radacini reale distincte #,¢,, dreapta d intersecteaza cuadrica I' in doud puncte distincte

M, (;o + tlg), M, (;o + tzg) Se spune ca dreapta d este secantd cuadricei I'.

2) Daca ecuatia de mai sus are doua radacini reale si egale (tl = t2) dreapta d intersecteaza cuadrica I' intr-un singur

punct M (ro +4 a). Dreapta d se numeste in acest caz tangentd la cuadrica T .
3) Daca ecuatia de mai sus are radacini complexe dreapta d nu intersecteaza cuadrica. Spunem ca dreapta d este nesecantdi
cuadricei I".

B) Vectorul a este asa incat a u(Z): 0.

1) Daca (u(ro)+ b)-a #0 ecuatia de mai sus devenind o ecuatie de ordinul intdi are o singurd radacina reala ¢;. Deci,

dreapta d intersecteaza cuadrica intr-un singur punct M, (;0 + IIZ) .

2) Daca (u(ro )+ Z)Z =0si ro -u(;o )+ 2bro +c=0 , atunci orice numar real ¢ este radacina a ecuatiei date si in consecinta
orice punct al dreptei d este punct al cuadricei ' . Spunem ca dreapta d este generatoare rectilinie a cuadricei I'.
Deci, d este generatoarea rectilinie a cuadricei I’ < sunt Ineplinite conditiile:

a-ula)=0

(ulro )+ B)-a=0
Forulro )+ 2B 7o+ e =0

3) Dacd (u(ro )+ Z)Z =0 si 70 ou(;o )+ 2b-70+c#0 dreapta d nu intersecteaza cuadrica I".
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Definitia 6. Spunem ca directia a este asimptotica pentru cuadrica T daca orice dreapta de vector director a
intersecteaza cuadrica T intr-un singur punct, nu o intersecteazd sau este o generatoare rectilinie.

Deci a este directie asimptotica pentru cuadrica I' < ;~u(;): 0.

Definitia 7. O dreapta d de directie asimptoticd care nu are nici un punct comun cu cuadrica sau apartine cuadricei
se numeste asimptotd pentru cuadrica T .

Deci, o dreapta d r=ro+ta este asimptotd pentru cuadrica I' daca si numai daca ecuatia de gradul al doilea in

necunoscuta ¢ este imposibild sau se reduce la o identitate. Asadar d este asimptotd daca si numai daca Z-u(g): 0 si
(u(;_fo )+ 5); =0 pentru orice punct ro al dreptei d. Vectorul de pozitie 7 al unui punct oarecare al asimptotei verifica

ecuatia: (u(r)+ b)~ a =0, care este ecuatia unui plan, numit plan asimptot al cuadricei corespunzator directiei asimptotice

a.

Tema: caracterizati intersectia dintre o conica cu o dreapta si notiunea de directie asimptotica, respectiv asimptota

pentru conice).
VIL.3.Centru pentru o cuadrica (conica)
Definitia 8. Se numeste centru al unei cuadrice (conice) un punct fata de care cuadrica (conica) este simetrica.
Teorema 1. Punctul C (;o) este centru al cuadricei I < are loc egalitatea:
ulro)+5=0
Trecand la coordonate, teorema de mai sus se poate enunta astfel :
Teorema 2. Pentru ca punctul C(xo,yo ,ZO) sd fie centru al cuadricei T este necesar §i suficient ca (xo,yo, ZO) sd
fie solutie a sistemului
apx+apy+apz+b =0
Ay X+ayy+ayz+b, =0
az1x+azy+azzz+by; =0
Observatia 3. Sistemul este echivalent cu sistemul urmdtor:
10F o 10F _, 10F_

=0, ———=0, — 0.
2 ox 2 oy 2 0z

i

Observatia 4. Determinantul sistemului de mai sus este tocmai discriminantul mic 8 al cuadricei T .
Sistemul de mai sus poate fi sau nu compatibil. In functie de aceasta avem urmitoarea clasificare a cuadricelor:

1) Daca rangA =3 cuadrica I' se numeste cuadrica cu centrul unic.

2) Daca rangA =2 si sistemul de mai sus este compatibil spunem ca I' este cuadrica cu o dreaptd de centre.

3) Daca rangA =1 si sistemul este compatibil spunem ca I' este cuadrica cu un plan de centre.

4) Daca sistemul este incompatibil spunem ca I' este cuadrica fara centru.

Observatia 5. Deci, putem spune cd daca 6 # 0 cuadrica are centru unic, iar daca 6 =0 cuadrica este fard centru unic.
Teorema 3. Pentru ca punctul C(xo,yo) sa fie centru al conicei y este necesar si suficient ca (xo,yo) sa fie o

solutie a sistemului:

ajx+apy+b =0 19 19
1 127741 care este echivalent cu sistemul: —l =0, —l =0
ayx+ayy+b, =0 2 0x 2 0y
. .o |41 a2 . - . _ .
Definitia 9. Daca 6 = # 0 spunem ca y este conica cu centru unic, iar pentru 6 =0 spunem ca este
az) ax

conicd fara centru unic.
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VII.4. Plan tangent intr-un punct al cuadricei
Fie M| (;o) un punct al cuadricei I': ;_fu(;)+ 2b-r+c=0.
Teorema 4. Dreapta d: F=ro+ta este tangentd cuadricei I in M, <
(u(;o )+5); =0

Definitia 10. Locul geometric al tangentelor la cuadrica I in punctul My el se numeste plan tangent la
cuadrica T in M.

Teorema S. Planul tangent la cuadrica I" in punctul M (;o)e I' are ecuatia vectoriala:

0 -u(;)+ Z.G+;o)+ c=0.

Observatia 6. Se obisnueste sa se spund cd ecuatia planului tangent in My la cuadrica I' se obtine din ecuatia
cuadricei prin dedublare.

Observatia 7. Trecind la coordonatele vectoriale, daca: ro = xof + )’0; + ao% i F=xi+ y; +ak, ecuatia
planului tangent se scrie:

ayXox +axyoy +azzpz + a12(x0y + yox)+ 013(x02 + Zox)+ (X} (yoz + Zo)/)+
+by(xp +x)+ bz(yo +y)+c =0.

Observatia 8. Ecuatia tangentei la curba y  intr-un  punct C(xo, yo) al sau este:

ay1xpx + apy (xoy + yox)+ azy vy +by(xg +x)+ by (vg + ¥)+c =0.

VILS. Reducerea la forma canonica
Daca in raport cu reperul cartezian ortonormat R’ = {O’ Z,; ,%} ecuatia din definitia 1. a cuadricei I (sau ecuatia

conicei ) are o forma simpla, aceasta este numita ecuatia canonicd a cuadricei I" (conicei y ).
Teorema 6. Fie cuadrica I' de ecuatie:

a11x2 + (122_)/2 + (13322 + 2a12xy + 2a13xz + 2(123_)/2 + Zblx + 2b2y + 2b3Z +c= 0,
atunci existd un repercartezian ortonormat R’ = {O' L7, j’,k’} in raport cu care ecuatia sa are una §i humai una din

urmadtoarele forme simple :
n. AX*+L,Y*+AZ2°+D=0, A,2,,,eR, DeR, (I
). AX*+2Y*+2hZ=0, A, L, eR, heR, (2)
an. AX*+AY’+D=0, A,,eR, DeR, (3)
V). AX*+2hY=0, A .heR, (4)
V). 4 X*+D=0, AeR, DeR, (5)

Teorema 7. Dacd conica y are in raport cu reperul cartezian ortonormat R= {O i, } ecuatia:
ayx? +ayy? +2a1yxy+2byx + 2byy + ¢ = 0, atunci existd un reper cartezian ortonormat R = {0' : i’,j’,k’} in raport

cu care ecuatia sa are una gi numai una din_formele:
DAX?+4L,Y?>+D=0 , A,,,eR* , DeR
INAX?+2rY =0 , A.heR".
IHAX?+D=0 , 4 eR* , DeR
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VII.6. Studiul ecuatiilor canonice ale cuadricelor

Presupunem cé reperul cartezian ortonormat R{O:i, j,k} este reperul in raport cu care cuadricele au ecuatia

canonica (numit $i reper canonic).
I. Fie ecuatia canonica a cuadricei: /11x2 + /12y2 + /1322 +D=0

1) Daca A;,4,,45 au acelasi semn, iar D are semn contrar cu ele, ecuatia se scrie:

2 2 2
D D D
x—+y—+z——1:0, unde a?=-—= , p*= , ¢ =—== cu a,b,c>0.
a’? b? P

4 A A3
In acest caz cuadrica se numeste elipsoid real.

Numerele pozitive a, b, ¢ se numesc semiaxele elipsoidului.

Daca a=b=c atunci E defineste o sfera cu centru im originea reperului.

Se observa ca dacd M(xo,yo,zo) € E atunci si punctele M, (— X0, Y05 20 ), M, (xO,—yo, Zy ), M3, (xo,yo,—zo)
apartin elipsoidului. Aceasta arata ca elipsoidul £ este simetric fatd de planele de coordonate xOy , xOz, yOz (numite si

plane principale ale elipsoidului). Axele de coordonate sunt axe de simetrie ale elipsoidului E. Punctul de intersectie a

celor trei plane de simetrie este originea reperului. Acesta este centrul elipsoidului.
Elipsoidul E este intersectat de axele Ox, Oy, Oz in punctele A(a,0,0), A’(O,a,O), B(O, b,O), B’(O,—b,O), respectiv
C(0,0,c) s C'(0,0,—c), numite vdarfurile elipsoidului.

Intersectiile elipsoidului cu planele xOy, xOz, yOz sunt elipsele:

z=0 y=0 x=0

e iy x? y , €42 ;2 , respectiv  ej: y2 72
—2+—2— =0 —2+—2—1: —2+—2—l=0
a b a c b c

Daca facem intersectiile cu planul z = @, € R, obtinem :

z=a
e, x2+y2_ o2
a’ b2 c?

care reprezintd o elipsd reald (situatd in planul z =) daca |a|<c , elipsd imaginara daca |a| >c, dacd a=-c
intersectia se reduce la punctul C '(0,0,—c) , iar dacd o = ¢ intersectia este punctul C (0,0, c).

Reprezentarea grafica a elipsoidului E este data in figura urmatoare.

Fig.1. Elipsoid
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2) Daca A;,4,,45,D au acelasi semn ecuatia se scrie:

2 2 2
z D D D
+ +—2+1=0,unde @’ == , b? = , cl==
c X1

§|><
(3]

®|‘<
[\S)

iar cuadrica se numeste elipsoid imaginar.

3) Daca 4,4, au acelasi semn, iar A3,D au acelasi semn, dar contrar cu 4;,4,, cu notatii evidente, ecuatia
cuadricei se scrie:

x2 y2 22

I e =0, ab,c>0,
a b c

si reprezintd un hiperboloid cu o panza.

Se aratd, ca si in cazul elipsoidului, ca planele de coordonate, axele si originea reperului sunt plane de simetrie,
axe de simetrie si, respectiv, centru pentru hiperboloidul cu o panza .

Axele Ox, Oy intersecteaza cuadrica H; 1n punctele A(a,0,0), A’(— a,0,0), respectiv B(O,b,O), B’(o,—b,O) numite
vdrfurile cuadricei, iar axa Oz nu intersecteaza suprafata.

Intersectiile hiperboloidului cu o panzd cu planele de coordonate si cu plane paralele cu acestea vor ajuta la
reprezentarea grafica a sa. Astfel, intersectiile cu planele yOz , xOz sunt hiperbolele:

x=0 y=0
byt 2 et 2
b ? a?

Sectiunile cu planele z=a , a R auecuatiile:

z=a
eq 9x?r 2 a? , care sunt elipse reale.
=1
252 2
a b

Fig.2. Hiperboloid cu o panza

4) Daca A;,4,,D auacelasi semn iar, A3 semn contrar cu D, ecuatia se poate scrie

2 2 2
z
——2+1=0 ,
C

+

§|><

[\)

@|‘<
[\)

a,b,c>0 ,

si cuadrica se numeste hiperboloid cu doud pinze.
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Planele de coordonate, axele de coordnate si originea reperului sunt plane de simetrie, axe de simetrie §i, respectiv,
centru pentru hiperboloidul cu doua panze. Axele Ox, Oy nu intersecteazd cuadrica, iar axa Oz o intersecteazd in

punctele C (0,0, c), C '(0,0 - c). Sectiunile hiperboloidului cu doua panze cu planele xOz , yOz sunt date de sistemele:

y=0 x=0
hy ﬁ ~ i 0’ respectiv £, : ﬁ ~ i _ sisunt hiperbole.
a? b ?
Sectionand cuadrica cu planele z=a , a < R, obtinem:

-elipse reale sau imaginare dupa cum |a| > ¢ sau |a| <c,

zZ=x

egi1x2 2 g?
St a1
a b c

-punctul C(0,0,¢) pentru a = ¢ si punctul C*(0,0,—¢) pentru & =—c.

Reprezentarea grafica pentru hiperboloidul cu doud panze este data in figura urmétoare.

Fig.3. Hiperboloid cu doua panze

5) Dacd 4;,4, auacelasi semn, A3 semn contrar, iar D =0, ecuatia are forma:

2 2 2
X Y

z
3 2——2=O a,b,c>0,
a b c

iar cuadrica se numeste con pdtratic real.

Planele de coordonate, axele de coordonate si originea reperului sunt, respectiv, plane de simetrie. Centrul conului
se mai numeste si vdrf. Daca Mo(xo, yo,zo)e Cp atunci punctul M (txo,tyo,tzo), apartine conului oricare ar fi e R.
Astfel, orice punct al dreptei OM ; apartine conului, adica dreapta OM, este o generatoare rectilinie a conului.

Sectiunile in con cu plane ce trec prin axa Oz sunt drepte concurente (in varf). De exemplu, sectiunea cu planul xOy

este formata din dreptele:

y=0 y=0 y=0
22 , adica sau
Xz X_Z_, X2 0
at 2 a c a c
Sectiunile cu planele z=a , «a e R, sunt elipse reale.
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at? b2 P
(intersectia cu planul z =0 este varful conului) .

Reprezentarea graficd a conului este data de figura urmatoare.

Fig.4. Con

6) Pentru 1;,4,,4; de acelasi semn, iar D=0 cuadrica se numeste con pdtatic imaginar, iar ecuatia se poate scrie:

2 2 2
x z
il Z o a,b,c>0.
a b c
Observatia 9. Elipsoizii, hiperbolizii §i conurile pdtratice au centru unic §i anume originea reperului in raport cu

care ecuatia cuadricei are forma canonicd.

11.Fie ecuatia canonica a cuadricei: /11x2 + /12y2 +2hz=0 , A,A,heR".

1) Fie A;,4, de acelasi semn. Putem presupune ca / are semn contrar cu ele. Ecuatia cuadricei se scrie sub forma

2 2
x—z + y—2 = ZZ
a b
2 h - h . . Cr e .
unde a” =——,b" =———,a,b > 0, iar cuadrica se numeste paraboloid eliptic .

1
Se observd cd daca M(xo,yo,zo)e (PE) atunci si punctele M, (— X0, Y0520 ), M, (xo,—yo,zo) apartin
paraboloidului eliptic. Deci, planele yOz, xOz sunt plane de simetrie pentru paraboloidul eliptic. Rezulta ca axa Ox este axa
de simetrie a suprafetei.
Pentru a ne da seama de forma paraboloidului eliptic vom face sectiuni cu planele de coordonate si cu plane paralele
cu planul xOy .

Planul xOy este tangent la (PE ) in origine: planele xOz, yOz intersecteaza cuadrica dupa parabolele:

y=0 x=0
P:d,2 , respectiv P, :{ ,2
! x_2 = 22 p 2 y—2 = 22
a b
Planele z=«a , «a >0 intersecteazd paraboloidul eliptic dupa elipsele reale:
Y S A
“la? b2 ’
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iar planele z=a , a <0 nu-l intersecteaza. Axele de coordonate intersecteazd suprafata (PE ) intr-un singur punct,

originea reperului, numit varf.

Reprezentarea grafica a paraboloidului eliptic este data in figura urmatoare.

Fig. 5. Paraboloid eliptic

2) Fie A;,4, de semne diferite. Putem presupune ca /s are acelasi semn cu A,. Ecuatia cuadricei devine:

2 2
X Y o, , a,b>0,1iar cuadrica se numeste paraboloid hiperbolic.

a’  b?
Aceasta cuadrica este simetrica fata de planele xOy, zOy si fata de axa Ox.

Axele de coordonate intersecteaza (PH ) in originea reperului (punct numit varf). Intersectiile cu planele xOz , yOz

sunt respectiv parabolele:

y=0 x=0
P2 , P 2 .
! x_2 =2z : _y_2 =2z
a b
z=a
Intersectiile cu planele z=a , a <R, sunt hiperbolele: /7, :9x2 2
VI
a b

x=a

x=a , acR suntparabolele: P, :4,2 42
R
b a?

Reprezentarea grafica a paraboloidului hiperbolic este data in figura urmatoare.

Fig. 6. Paraboloid hiperbolic
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Observatia 10. Paraboloizii eliptici nu au centru

I1I. Fie ecuatia canonica a cuadricei: /11x2 + y2+D=0 |, N,y #0

1) Daca 4,4, au acelasi semn, iar D semn contrar, ecuatia se scrie:

2 2

X y 2 D

—+—-1=0, unde a“ =—— , bz:ﬂ,a,b>0s

a® b2 A A

iar cuadrica se numeste cilindru eliptic real.

2) Daca A;,4, ausemne contrare, iar D acelasi semn cu A, (de exemplu )

ecuatia se scrie sub forma:

ES G
2 2 N
a b
1. unde a2=—2,b2=£2,
A A
1 =3
iR

o -————

&

-
-
- -

___,_-/ l‘\‘-\—m
Fig. 7. Cilindru hiperbolic

3) Daca D=0, iar 4;,4, ausemne contrare ecuatia devine, in notatii evidente:

[\

=0,a,b>0,

|><
[\) [\)
Q~|‘<
[\S)

a
iar cuadrica reprezintd doud plane reale concurente.
4) Daca D=0, iar 4;,4, au acelasi semn, ecuatia se scrie:

2

+ =0, a,b>0,

| =
N N

N
®|‘<
[\)

si cuadrica reprezintd doua plane imaginare concurente dupa o dreapta reald.

5) Daca 4,4, , D au acelasi semn ecuatia se scrie:

[}S)

+

| =
N N

+1=0, a,b>0,

®|‘<
[\)

a

si cuadrica se numeste cilindru eliptic imaginar.
IV. Fie ecuatia canonica a cuadricei: /lez +2hy=0 , A,he R

Putem presupune ca A;,h au semne contrare (In caz

.2 h . -
x=¢ , y=-n , z=rt).Cunotatia a :—A—,ecuatlasescrle.
1
x2
—2:2y,a>0,
a

si cuadrica se numeste cilindru parabolic.
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Se observa cd dacda M (xo, yo,zo)e (CP) atunci si M (- xo, yo,zo) apartine cilindrului parabolic. Deci, planul yOz este
plan de simetrie pentru (CP). De asemenea, se observa cd axa Qy este situatd pe cuadrica.

Sectiunile cu planele y =, « € R, sunt parabolele:

y=a
Pa : x2 H
—2 =2z
a
iar intersectiile cu planele z=a , «a >0, sunt drepte paralele de ecuatii:
z=a z=a

d

: d .
iz«/Za X =—2a
a a

Reprezentarea grafica a cilindrului parabolic este datd de figura urmatoare.

Fig. 8. Cilindru parabolic

Observatia 11. Cilindrii parabolici nu au centru.

V. Fie ecuatia canonica a cuadricei: /11x2 +D=0 , A4 =0.
1) Daca 4;,D au semne contrare, cu notatia a’ = —%, ecuatia se scrie sub forma:
1
x2
— —1=0, a>0, sicuadrica reprezinta doua plane paralele.
a

2) Daca A;,D au acelasi semn ecuatia se scrie:

x2

— +1=0, a>0, sicuadrica reprezintd doua plane paralele imaginare.
a

3) Daca D=0 ecuatia capata forma: x%= 0, si cuadrica reprezinta doud plane confundate.

Observatia 12. Singurele cuadrice nedegenerate sunt: elipsoizii, hiperboloizii (cu o panza sau cu doud pdnze) si

paraboloizii. Restul cuadricelor sunt degenerate.
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VIII. ELEMENTE DE GEOMETRIA DIFERENTIALA A CURBELOR

VIIIL.1. Notiunea de curba, moduri de reprezentare

Definitia 1. Se numeste arc elementar de curba o multime }/CE3 (sau E2), pentru care exista

Q: (tl,tz)c R — vy, bijectivd, continud si cu (pf1 continud ( ¢ se numeste homeomorfism si se mai spune cd y este
homeomorfd cu un interval deschis al dreptei reale).

Exemple:

1. Un segment de dreapta (AB ) este un arc elementar de curba.
Fie 4, B puncte ale dreptei d : r 270+t2,t € R, asa incit A(%+t1;) B(%+12;) Se constatd usor ca segmentul (AB)
este homeomorf cu interevalul (tl ,ln )
Intr-adevir, aplicatia ¢@: (tl , t2) - |AB|, definita prin (o(t) =M, unde M (% + t;) este un homeomorfism.

2. Orice semicerc y este un arc elementar de curba.

Alegand in planul semicercului reperul cartezian ortonormat {O,;,;} astfel incat O sa coincida cu centrul cercului,
axa Ox sa contind capetele semicercului, iar axa Oy sa intersecteze semicercul intr-un punct de ordonata pozitiva (vezi
figura 1), aplicatia ¢ : (0, ﬂ') — y definita prin:

(o(t) = M (Rcost, Rsint) este un homeomorfism (R raza semicercului).

A

PN /N
7

T B(-R,0) A(R0)

"

Fig.1.
Definitia 2. Se numeste curba simpld in E3 (sau E2) o multime y de puncte din E (respectiv EZ) care este

conexd §i are proprietatea cd pentru orice punct al sau existd o vecindtate V astfel incat V Ny sa fie arc elementar de

curba.

Precizam ca o multime se numeste conexa daca nu poate fi descompusa in douda submultimi nevide asa incdt sa
existe doud multimi deschise si disjuncte care sa le contina.

1.Orice curba simpla este homeomorfa fie cu un interval deschis al dreptei reale, fie cu un cerc(in acest din urma
caz, curba se va numi curba simpla inchisa)

2. In particular, orice arc elementar de curbd este o curbd simpld.

Definitia 3. Spunem ca multimea U de puncte din E? (sau E*) este o curbd dacd ea este imaginea unei curbe

simple y, printr-o aplicatie f local homeomorfa.
Precizam ca aplicatie f:y, — I este local homeomorfa daca oricare ar fi X € y, existd o vecinatate a sa V, astfel

incdt restrictia luifla V, ( f:V, > f (Vl ) ) sd fie un homeomorfism (adica bijectiva, continud, cu inversa continud).
Definitia 4. Un punct M al curbei T se numeste nod sau punct multiplu daca exista cel putin doud puncte

R.Py ey astfel incit f(R)=f(P)=M.

in figura 2 sunt reprezentate cateva tipuri de curbe
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Fig.2.

Curba numaérul 1 este o curba simpla, cea de la numarul 2 este o curba simpla inchisa, iar cea curba numarul 3

prezinta un nod.
fn continuare vom considera E> raportat la reperul cartezian ortonormat R = {O,i, j,k} Fie ]/CE3 un arc
elementar de curba. Atunci existd a,b € R ,a <b asaincit y este ga(a,b) .

Notdm prin V), mulfimea vectorilor de pozitie, fatd de reperul R, ai punctelor arcului y. Aplicatia h:y >V,
definita prin h(M ) = O_M, oricare ar fi M € y este bijectivi; ea este in acelasi timp si bicontinua (4 si 4~ sunt continue) in
sensul ca: “W“ — 0 implica ||h(M)— h(N]| — 0 si reciproc. Deci, 4 este un homeomorfism intre y si V.

Rezulta ca avem un homeomorfism al lui (a, b) pe V,,, obtinut prin compunerea homeomorfismelor 4 si ¢ .

Prin urmare, s-a giisit o aplicatie vectoriald de variabild real r : (a,b)—> V, , definita prin ;(t): h(go(t)) , oricare ar fi
te (a, b).

Definitia 5. Ecuatia v = F(t),t € (a,b) , Se numeste ecuatia vectoriald (reprezentarea vectoriald) a arcului elementar
¥ . Spunem ca ea este o reprezentare parametricd (o parametrizare) a arcului elementar y .

Observatia 1. Parametrizarea unui arc elementar de curbd nu este unicd.

intr-adevar, daca (a,8)< R si u:(a,)—> (a,b) este un homeomorfism, aplicatia vectoriala E (e, B) > V, definita prin

n =ro u este o altd reprezentare parametrica a arcului elementar y .

Exemple:

Aplicatiile r:[o,gjaw #(t)=cost-i+sint- J, ze(O,%) sio 7:(01) >V RO)=ti+V1-£27,

te (0,1) sunt doud reprezentari parametrice ale aceluiasi arc elementar y in E 2

Dacd 7=xi +yj+zk si 7(¢)=x(t)i +y(t)j+ z(t)l; , ecuatia vectoriald a arcului elementar y este echivalentd cu

X = x(t)

ecuatiile: y= y(t), te (a,b)
z= z(t)
numite ecuatiile parametrice (scalare) ale arcului elementar y .
Definitia 6. Vom spune ca punctul M(x(t)y(t),z(t)) € y are coordonata curbilinie t §i notam M(t)

Daca din relatiile precedente elimindm parametrul ¢ obtinem reprezentarea implicitad a unei curbe:

{F(x, y,2)=0

G(x, V, z) =0’
Observatia 2. Fie U — R® un deschis si F.G:U > R doud functii de clasd C'(U). Considerdm mulfimea:
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y = {(x,y,z)e U |F(x,y,z)= 0, G(x,y,z)= O}.

In general, aceasta nu este o curba. Daca a = (xo, yo,zo)e y este un punct astfel incdat matricea jacobiand

OoF OF OF
o oy oz
G G oG
ox oy oz

are rangul 2 in punctul a, atunci exista o vecinatate W a lui a astfel incdt y "W sa fie o curba.

Daca rangul matricei jacobiene anterioare a functiilor F, G in raport cu x,y,z este 2 in orice punct a € y, atunci
rezultd cd multimea y este o curba (se mai spune ca aceasta este obtinuta ca intersectie a doua suprafete).

Definitia 7. Spunem ci 7 : (a,b) > V 3 este de clasi C* pe (a,b) daca este derivabild de k ori si derivata de ordinul
k este continud. Notatia folositi in acest caz este 7 € C* (a,b).

Un arc elementar de curba spunem ca este regulat de ordinul k daca exista cel putin o parametrizare a sa
7= F(t), te (a,b) regulata de ordinul k.

Multimea r(a,b) = {(x(t), y(t),z(t))| te (a,b)} se numeste suportul (sau urma ) arcului elementar.

Definitia 8. O curba se numeste regulata de ordinul k daca fiecare arc elementaral sau este regulat de ordinul k.

Definitia 9. Spunem ca reprezentarile parametrice reC (k)(a,b), Z eC (k)(c,d ) ale unui arc elementar regulat de
ordinul k sunt echivalente, cu aceeasi orientare, dacd existd o functie u: (c,d ) — (a,b) bijectiva, strict
crescatoare, [ € C(k)(c,d) si ul e C(k)(a.b) asa incadt ;1 =Fou.
Functia U se numeste schimbare de parametru.

Exemple:

Aplicatiile r: (0,7)— 2 r(t)=cost i+sing-j, te (0,7) si ro (— 1,1)—) Vz,g(t): —ti+1-1? j, te (— 1,1)
sunt reprezentari parametrice ale aceluiasi arc elementar y (fig.3.), echivalente, cu aceiasi orientare, deoarece luand

7 (O,ﬂ') - (— 1,1), ,u(t) = —Co0s?, se verifica usor conditiile din definitia precedenta. (Aici, k este orice numar natural).

"

A(-1,0) B(1,0)

Fig.3.
Definitia 10. Un punct M al arcului elementar y se numeste punct ordinar daca arculy admite cel putin o
reprezentare parametricd ;:;(t), te (a,b), regulata de ordinul cel putin unu pentru care r'(t);t(), unde t, este
coordonata curbilinie a lui M.

Exemple: Fie v eV 3, v#0, I =R. Arcul elementar de clasa C” (nesingular)
F"ROR,t>a+tv

se numeste dreapta trecand prin @ avand v ca vector director.

92



Dacd a =(a,,a,,a,)siv =ve +v,e, +v;e;, atunci ecuatiile parametrice ale dreptei sunt: x =a; + tv; ,y=a, + tv, , z=a;
+tvy; te R (daca te [tl,tz] se obtine un segment al dreptei iar dacd >0 obtinem o semidreaptd cu originea in a ).

Arcul 7; : R —> R’ ,t—>a+t >V are ca suport aceeasi dreaptd ca mai sus, dar el este distinct de cel anterior ( de

exemplu este singular in punctul 7, = 0). Observam ca doua arce elementare diferite pot avea acelasi suport.
VIIL.2. Tangenta si planul normal

Fie y:7 =7(t), €(a,b), un arc elementar de curba, regulat de ordin cel putin unu, iar M(#) un punct ordinar al
lui y

Definitia 11. Se numeste tangentd la y in punctul M (to) pozitia limita a dreptei M M , cdnd M se apropie de
M, pey .

Teorema 1. Tangenta la y, regulat de ordin k>1, in punctul ordinar Mo(to), existd si este unicd. Ecuatiile
tangentei sunt:

x—x(tg) _y=ylo) _z=2z(tg)
x'(f) y'(to) z'(tp)

Un vector director al tangentei la » in punctul ordinar M(zy) este 7'(z,)=x'(t, )i + y'(t,)j + z'(t, b . Acest
vector poartd numele de vectorul viteza la y in M (to).
Definitia 12. Planul care trece prin punctul M (to), si este perpendicular pe tangenta in M (to) la y, se numeste
planul normal la y in M(ty), si are ecuatia:
(o = ax{e ')+ (v = (8, ) (0) + (2 = (2, ))2'(5, ) = 0.
Observatia 2. Daca y este dat implicit: f(x,y,z)= 0 si g(x, ¥, Z)= 0 si P(xo,yo,zo) este un punct regulat al
lui y , atunci tangenta si planul normal, in acest punct la curbd, au respectiv ecuatiile:

X=X __ Y=Yo __Z27%
D(f.g)  D(f.g) D(f.g) "’
D(yg.zg) Dlzg.xg) Dlx9.0)

2\ DUe) o\ DUe) o\ DUe)
b0 D20 T D) T D) T
L (xpo) Lo,
D(f.g) _|ov 0z :
Am notat ———=% = P P si analoagele.
Dloz) (%8 ) By ),
oy oz

Exemplu : Fie curba r(t)=l‘lT +t2j+t3/€ , te(0,+w). Dreapta tangentd in punctul 7>0 are -ecuatiile

xX—=1y _ y—tg _ z—tg

1 2l0 31‘3
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VIIL.3. Planul osculator si binormala
Fie y:7r = F(I),t € (a,b), un arc elementar de curba, regulat de ordin cel putin doi, iar M, (to) un punct biregulat al
lui ¥ (adica 7'(z,)x7"(z,)#0).
Definitia 13. Dreapta care trece prin M si are vectorul director F’(to)x F"(to) se numeste binormala la y in
punctul My .
Definitia 14. Se numeste plan osculator la y in punctul M, planul care trece prin M si este perpendicular pe
binormala, sau altfel spus, planul care trece prin My si are ca vectori directori pe F'(IO) i 17”(t0).

Ecuatia sa este:
X = x(to) y _y(to) z- Z(to
x’(to) J/(to) Z’(to) =0.
x”(to) J’”(to) Z”(to)
Observatia 3. Se poate demonstra ca planul osculator la y in M, este pozitia limitd a planului (M oMM 2),
atunci cand M,M, tind cdtre M pe y .
Observatia 4. Daca y este o curba plana atunci planul osculator la y in fiecare punct al sau coincide cu planul in
care se gaseste y . Reciproc, se poate ardta cd daca planul osculator al lui y in fiecare punct al sau este acelagi, atunci y

este o curbad plana.

VII1.4. Normala principala si planul rectificant

Fie y:7 =7(t),t € (a,b), un arc elementar de curba, regulat de ordin cel putin doi, iar M(z,) un punct biregulat al
lui .

Definitia 15. Dreapta de intersectie dintre planul normal si planul osculator la y in punctul M, se numeste
normala principald la y in punctul M.

Observatia S. Vectorul director al normalei principale la y in punctul M este:

F(tg)x (7'(tg ) 7"(to)) -
Definitia 16. Planul care trece prin My si este perpendicular pe normala principald se numeste plan rectificant la

¥ in punctul M .

VIILS. Triedrul lui Frenet
Definitia 17. Fie y:7 =7(t),t € (a,b) un arc elementar de curba regulat de ordin cel pufin doi si M, un punct

biregulat al sau. Vom atasa punctului M un reper cartezian ortonormat, cu originea in M, si baza ortonormatd

{T ,V, E } la fel orientat ca reperul cartezian R(O;lT ,]_‘,l; ) unde:

”_, ( este versorul tangentei,
o)
0
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Acest reper poarta numele de reperul Frenet al lui y asociat punctului M . Astfel muchiile reperului Frenet sunt:
tangenta, normala principald si binormala iar fetele sunt: planul normal, planul osculator si planul rectificant.

Observatia 6. Versorii 7,v, [ verifica relatiile:

[Fl=I71=7]=1. 7 =T =7 =0, 77 <7, = FxF, B=7x7.

~I

VIIIL.6. Lungimea unui arc de curba. Parametrizarea naturala a unei curbe

Fie y:7=7(t)te(a,b) un arc elementar de curbd, regulat de ordin cel putin unu, cu toate punctele
ordinare (F'(t) #0,Vte (a,b)). Fie M;(1), M5(t,) ey .
Definitia 18. Se numeste lungime a arcului M;M,, numarul real pozitiv, notat cu I, dat de relatia:

)

= _[ (e, & <t .

f
Fie M, (to)e ¥ un punct fixat, numit originea de masurare a arcelor pe y . Introducem o orientare pe y in felul
urmator: spunem ca ne deplasdm pe y in sens pozitiv de la M, (to) la M, (tl) dacd ¢, <1t,.

Spunem ca ne deplasaim pe y in sens negativ de la M, (to) la M, (tl) dacd 1y > 1.

t
Consideram aplicatia ¢:(a,5)— ¢((a,)), data de ¢(r)= I"F ’(u1|du .
)

In mod evident o e Cl(a,b) si (p'(t):||;7'(t]| >0, oricare ar fi te(a,b). Astfel ¢ este strict crescdtoare si deci

-1

bijectiva. Astfel, ¢! e C'(p(a,b)) si <2

7 (s) = )> 0. Deci, @ este un difeomorfism (adica ¢ este bijectiva si
< _

.9 eCh.

Inlocuind in relatia 7 = F(t) petcut= ga_l(s), unde s = (p(t) , se obtine o noua reprezentare parametrica a lui y :
r= ﬁ(s), numitd parametrizare naturald. Parametrul s se numeste parametru natural si reprezinta lungimea arcului ce

uneste M|, cu M, luatd cu semnul plus sau minus dupd cum ¢, < ¢ sau fy >¢.

. . . - dr
Observatia 7. Derivata in raport cu parametrul natural s o vom nota r = T
s

t
Din § = J‘| F'(umdu deducem ci ds = ”F'(l‘ﬂdt .
to
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Propozitia 1. Daca V : (a,b) CcR-—> V3 este o functie vectoriala derivabila astfel incdt ||\7(t1| =, unde c este o

constantd strict pozitivd, oricare ar fi t € (a,b), atunci \7'(1‘) 1 \7(1‘), te (a,b).

Demonstratie.

Deoarece ||\7(t1|=c, adici \7(1‘)-\7(2‘)=cz, prin derivare obtinem: 2\7'(1‘)-\/(1‘):0, adica faptul ca

V'(t) L V(t), oricare ar fi 7 € (a,b).
VIIIL.7. Formulele lui Frenet

Consideram ca arcul elementar y al curbei I' regulatd de ordinu cel putin doi are parametrizarea naturala:

= F(S), s € (c,d), sica Fxr#0. Expresiile versorilor 5,17,3 ai reperului Frenet sunt mai simple:
’

7 |

Precizam in continuare coordonatele vectorilor 7,v, f in baza {z_', v,p }

|~
| N

Fero=T,V =0

BT
I

hll

N

Definitia 19. Functia k :(c,d)—> [0,00), definita prin: kl(s)=||1.7.|| se numegte curbura lui y pe (c,d), kl(s) se

1
numeste curbura lui y in punctul M(s), iar T se numeste raza de curburd a lui y in punctul M(s). Folosind
1\8

curbura, T se scrie:
7(s)= k(s (s), seled).

Aceasta egalitate se numeste prima formula a lui Frenet.

Definitia 20. Functia k, :(c,d)—> R, definita prin k, (s)z v(s), s € (c,d) se numeste torsiunea curbei; k, (s) se

numegte torsiunea curbei in punctul M (s) iar —) se numeste raza de torsiune a lui y in punctul M (s)

ky (s
Astfel avem: E =—k, (s) 17(s), ceea ce este de fapt a doua formulad a lui Frenet.
Observatia 8. A treia formula a lui Frenet este:
V(s) =~k () (s)+ ko (s)B(s).
Observatia 9. Dacd arcul elementar ¥ admite reprezentarea parametrica v =7 (t), ¢ € (a,b) curbura si torsiunea
se calculeaza cu formulele:

AT L0

>

el

_([F) ()" (0)
ko (¢ e te a,b).
© [ (e)<7"()] (

Observatia 10. O curba este o portiune dintr-o dreapta daca si numai daca curbura sa este nuld.

Observatia 11. O curba este pland daca gi numai daca torsiunea sa este nuld.
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VIIL.8. Probleme rezolvate

1. Se da curba F:;=acost~;+asint~}+bto%, te R. unde a >0,b € R sunt constante. Se cere:

a) Sa se scrie ecuatiile parametrice ale curbei I .

b) Sa se arate ca I este situat pe cilindrul X%+ y2 =a’.

c) Sa se scrie ecuatiile muchiilor si fetelor reperului Frenet al curbei I' intr-un punct arbitrar al sdu.
d) Sa se gaseasca expresiile versorilor v, ,Z’

(Curba T se numeste elice cilindrica).
Solutie:
a) x=acost, y=asint, z=bt, teR.

b) Ridicand la patrat primele doud ecuatii parametrice si adunand membru cu membru obtinem X2+ y2 =a?.

c) ;(t):—asinti—i-acost;—i-bz.

"

r (t):—acost~2—asint-;

B i ik

' A . _ .o -, 27

r(t)xr (t)=|-asint acost b|=absint-i—abcost- j+a’k,
—acost —asint 0

(V'(t)x r"(t))xr'(t): —(a2 +b? acost~f+asint~;)

' - . . . . g . .
Se observa ugor ¢ r ()= 0 oricare ar fi ¢ R, deci fiecare punct al elicei cilindrice este punct ordinar. De asemenea

r'(t)x r"(t) #0, oricare ar fi 7 € R ceea ce arati ¢4 in fiecare punct al elicei cilindrice planul osculator este unic determinat.

Pentru ecuatiile tangentei obtinem:

x—acost y-—asint y-—bt

—asint acost b
Ecuatia planului normal este:
—asint(x —acost)+acost(y —asint)+b(y —bt)=0.
Ecuatiile binormalei sunt:

x—acost y—asint z-—bt
bsint  —bcost a

Ecuatia planului osculator este:

bsint(x —cost)—bcost(y —asint)+a(z—bt)=0.
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Ecuatiile normalei principale sunt:

x—cost _ y-—asint
cost sin¢
z=bt=0
Ecuatia planului rectificant este:

cost(x —acost)+sin#(y —asint)=0.

d) . r_(t) ___asint - acost T4 b P
r(tﬂ \/a2+b2 \/az—i-bz x/az—i-bz
B: bsint - bcost - a E,iar17=Z><;.

i— j+
\/c12+b2 \/az+b2 \/az+b2

2. Sa se calculeze curbura si torsiunea elicei cilindrice, intr-un punct arbitrar al sau.
Solutie:
Pornim de la reprezentarea parametrica a elicei cilindrice :
r= acost-;+asint~;+bto%, teR a>0, b=+0, fixate.
Avem:
7= —asint~;+acost~}+b%,
7" =—acost-i— asint~},

"

7 :—asint-f—acost-}
7'(t)x7"(¢)= absint-i—abcost - j +a’k,
|| ’(t tm—s a’+b*; ||r m a +b2

ONORO R

b
Astfel obtinem: k()= —>—. k(t)=——2—, (VkeR.
st ovinem: ()=~ ol)=—" . (vhe

3.Sedicurba T :;:cost~;+sint-;+(t+1)~% ,t€ R . Se cere:

a) Sa se scrie ecuatiile parametrice ale curbei IT".

b) Sa se arate ca M(1,0,1) el

c) Sa se arate ca toate punctele curbei I' sunt ordinare.

d) Sa se scrie ecuatiile tangentei si ecuatia planului normal la curba I' in punctul M.

Solutie:

a) Ecuatiile parametrice sunt: x =cost, y=sint,z=t+1,t€R.

b) A arita ca M(I,O,l)e I' revine la a ardta ca existd fj € R astfel incat x(to) =1, y(to) =0, z(to) =1.

Considerand sistemul, cu necunoscuta ¢:

cost=1
sint=0
t+1=1

observam ca el este compatibil, singura sa solutie fiind # =0 . Deci punctul M (t = O) este punct simplu al curbei I'.
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¢) Deoarece 7(f)=—sinz-i+cost- j+k,teR= 7(t)#0,V teR.

d) Intrucat 17'(0) =j+ k , ecuatiile tangentei la curba I'in M ( = O) sunt:

x—-1=0
y—z+1=0,

iar ecuatia planului normal in M(t =0) la T este: y+z-1=0.

4. Sa se scrie ecuatiile tangentei si ecuatia planului normal la curba T :
2 2 2
X +2y°—z"-2x=0
) Y (x,y,z)eRx(O,oo)xR.
X -y =0
in punctul M (1,1,1).

Solutie:

Avem: F(x,y,z):x2 +2y° —2" -2x, G(x,y,z):x2 -y

intrucéta—F=2x—2,a—F=4y,a—F=—2Z,§:2x,§:—1,§:0
Ox oy 0Oz Ox Oy 0z
Obtinem
oF oF oF
— M) — M) — M
6x( ) 6y( ) 62( ) 0 4 -2
oG, oG, oG, A2 1 o )T
% (sa) C(ar) L (ar)
X oy Oz

Deci, M este un punct ordinar al curbei I". Ecuatiile tangentei in M la curba I sunt:

x—-1  y-1 z—-1

= = , adica:
4 =2/ |-2 0 [0 4
-1 0 0 2 2 -1

x-1_ y-1_ z-1
-2 -4 -8’

iar ecuatia planului normal este —2x -4y —-8z+14=0.

5. Sa se scrie ecuatiile binormalei si ecuatia planului osculator pentru curba I':
F=ei+ej+(t+3)k ,teR in M(t=0).

Solutie:

Din 7 (¢)=2¢*1 =2 j+k ,7 (t)=4ei +4e™ rezulta

7(0)=2i —2j+k 7 =4i +4j.

Deci,
i j Kk
70)x7(0)=2 -2 1|=—4i+4j+16k.
4 4 0

Prin urmare, ecuatiile binormalei in M (1,1,3) la T sunt:
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x-1 y-1 z-3
-4 4 16 °

iar ecuatia planului osculator este
x-1 y-1 z-3
2 -2 1 [=0
4 4 0

sau —4x+4y+16z—-48=0.

4) Se da curba I':7 = (t2 + 2[);4— 62'j+ (t+ l)/; ,t € R . Si se scrie ecuatiile canonice ale normalei principale si
ecuatia carteziana a planului rectificant pentru I' in punctul M (t = 0).
Solutie:
F()=Qe+2)i +2e"j+k 7 =2i +4e ).
Astfel obtinem:

7(0)=2i +2j+k,7(0)=2i +4] .

=4[ +2j+4k

NI

—_

()

N

X

N

—

o

N

Il
NN
BN~
S~ XY

Vectorul director al normaleila I in M, este:

Jj ok
F(0)x(F(0)x7(0)=|2 2 1|=6i-12j+12k .
—4 2 4

Astfel ecuatiile normalei principale in punctul M (0,1,1) la ' sunt:
x-0 y-1 z-1
6 -12 12
iar ecuatia planului rectificant este:

6(x—0)-12(y —1)+12(z—1)=0, adic 6x—12y +12z=0.

>
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IX. ELEMENTE DE GEOMETRIA DIFEREN IIALA A SUPRAFETELOR
IX.1. Notiunea de suprafata

Fie IJ C R doua intervale deschise.

Definitia 1. Mulfimea o a punctelor din E homeomorfa cu I x J se numeste suprafata elementara.

Definitia 2. Se numeste suprafata simplda o multime X de puncte din E 3 care este conexd si fiecare punct al sau
are cel putin o vecinatate care este suprafata elementara .

Definitia 3. O multime de puncte din E 3 local homeomorfd cu o suprafata simpla se numeste suprafata.

Considerdm E° raportat la un reper cartezian ortormat R={ O, ;,]7 }.

Fie o o suprafata elementard i f: / xJ — o homeomorfismul din definitia lui o .

Oricare ar fi (u,v) el x J existd un punct unic M e o asa incat f{u,v)=M. Insi, oricarui punct M e o fi corespunde
vectorul sdu de pozitie OM . Avem astfel o aplicatie vectoriald, de doud variabile reale rilxJ —V3 , continua,
injectiva, pe care daca o privim cu valori in ;(I xJ) devine bijectiva gi inversa sa continua (prin urmare, avem un

homeomorfism).

Astfel ecuatia vectoriala a suprafetei elementare o este:
o: r=ru,v),(u,v)e xJ
r(u,v)= x(u,v)lT + y(u,v)j + z(u,v)lg .

Astfel, ecuatia vectoriala este echivalenta cu ecuatiile:

x=x(u,v),

y=y(u,v), (u,v) e IxJ

z=z(u,v)
numite ecuatiile parametrice scalare (reprezentari parametrice) ale suprafetei elementare o .

Daca punctul M e o are vectorul de pozitie ;(u,v), spunem ca M are coordonate curbilinii u,v si scriem M(u,v).
Daca se elimind u,v in ecuatiile parametrice se obtine ecuatia explicitda a suprafetei elementare o :

z=2(x,))

Aceasta ecuatie se poate insa scrie sub forma: F(x,y,z)=0, care este ecuatia implicitd a suprafetei elementare o .

Exemple

1. Sfera cu centrul in origine si de raza R admite reprezentarea parametrica :

Xx=R cos u cos v
y=R sin u cos v (u,v) € (0,27[) X [—%,%j
z=R sinv
2. Planul ce trece prin punctul M (xg,q,zg) , de vectori directori a=a'i+ azj +a’k , b=bli+ bz; +b3k are

reprezentarea parametrica:
_ 1 1
x=xy+ua +vb
— 2 2
y=yo tua” +vb (u,v)e Rx R
=zy+ ua® +vb>

Observatia 1 Reprezentarile parametrice anterioare nu sunt unice.

101



Intr-adevar, daca I',J’ sunt alte doud intervale deschise din R, domeniile /xJsi I'xJ' sunt homeomorfe. Fie
h:I'xJ' — IxJ unhomeomorfism.

Atunci, aplicatia vectoriald r':1'x.J' — V', definita prin 7(14’,\/’) = 7(h(u',v")), oricare ar fi (u',v')e'xJ" are

aceeasi imagine cu r. Deci avem o noud reprezentare parametricdi a suprafetei elementare o,
=), vy e ' xJ'

Observatia 2 Daca T este o suprafafd, se poate aratd ca fiecare punct al sau apartine cel putin unei suprafete
elementare formata din puncte ale Iui = .

Definitia 4 Spunem ca suprafata elementard o este regulatda de ordinul k daca admite cel putin o reprezentare
parametricd regulata, de ordinul k, dar nu admite nici o reprezentare parametrica regulata de ordinul k+1.

Definitia 5 Un punct My(uy,vy) al suprafetei elementare o, regulatd de ordin cel putin unu, se numeste

ordinar daca

& oo
ou Ou Ou _
"Clox oy | °

58\) EMO

- — = - o - _OF
adica ry(ug,vy) xr,(ug,vg) =0, unde ry =—, ry =—.
ou ov
Daca toate suprafetele elementare situate pe suprafata ¥ sunt regulate de ordin £ spunem ca suprafata X este
regulata de ordin k.

Observatia 3. Fie F ‘R >R o functie ce admite derivate partiale de ordinul intdi continue. Notam

F F
S={(x,y,z) eR3\F(x,y,z) =0}. Daca My(xg,y9,29) apartine multimii S i (Z_(XOJ’O:ZO) s (Z—(xo,yo,zo),
X Y

OF C o L . . . . .
a—(xo, Y0,20) hu se anuleaza simultan, atunci existd o vecindtate a lui M, care sd fie o suprafatd elementara.
z

Definitia 6. Spunem cd reprezentarile parametrice ¥ =v(u,v), wv)e IxJ, 7' =r'u'V),w'v)el xJ' ale

suprafetei elementare o, regulatd de ordinul k, sunt echivalente daca exista un difeomorfism h: I x J—>1I'xJ',

heCk(IxJ) cu jacobianul M>O asa incdt F=r'oh.

D(u,v)

IX.2. Curbe trasate pe o suprafata
Fie suprafata X :7 =7 (u,v),(u,v) el xJ
Daca in ecuatia precedenta u si v sunt functii de un parametru 7 e (a,b) obtinem ecuatia
r=r(u@),v@®), te(ab)
care reprezintd parametric o curba I".
Cum toate punctele lui I sunt si puncte ale suprafetei X, spunem cad I' este o curba trasatad pe suprafata X .
Desigur, o curbd I' trasatd pe suprafata ¥ poate fi datd si in alte moduri. Astfel, o relatie de forma:
guv)y=0  (u,v) elxJ
defineste o curba I trasatda pe suprafata ¥ intrucat se defineste unul din parametri ca functie implicita de celalalt. De

exemplu, dacd v=v(u) obtinem 7 =7(u,v(u)) care este o reprezentare parametrica a unei curbe .
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In particular, dacd facem w=u (sau v=v ) obtinem o curbd I, (respectiv I',) a cirei ecuatie vectoriala este
r=r(u,,v),veJ (respectiv, ¥ =7(u,v,),ucl).
Curbele I, si I', se numesc curbe coordonate pe ¥ corespunzatoare punctului M (uo,vo). Prin fiecare punct

M(ug,vo) al unei suprafefe elementare trece o singurda curba I, si o singurd curba T, (se tine seama de faptul ca

functia v este bijectiva ).

IX.3. Planul tangent si normala intr-un punct ordinar
al unei suprafete
Fie o:7 =7(u,v),(u,v) € [ xJ o suprafad elementara, regulati de ordin cel putin unu si M (1 vy ) un punct
ordinar al sau, adica 7, (ug,vq) X7, (uo , vo) #0
Vectorul director al tangentei la curba coordonata I, :7 =r(u,vy) este r,(uy,vg), iar vectorul director al
tangentei la curba I, : 7 =7(ug,v) este 7, (ug,vy) -
Fie acum I' :7 =7(u(?),v(?)),t € (a,b) o curba oarecare situatd pe o si care trece prin M. Deci, existd

ty € (a,b) astfel incat uy = u(ty),vy = v(ty) -
. v A dr - - ’ - ’
Vectorul director al tangentei in My la curba I" este Z(IO) =r'(tg) =r,(ugy,vo)u (to)—i- r,(ug,vo)v (to).

Aceasta aratd ca 7(t0 ), 7, (ug,vo), 1y, (g, vy) sunt coplanari. Vectorii 7, (ug,vq),7, (Ug,vo) sunt Insd unici
(intrucat curbele coordonate ce trec prin M sunt unice) si liniar independenti (intrucat M, este punct ordinar). Deci, ei
impreund cu punctul M, determind un plan unic =, . Astfel, tangenta la curba I' in punctul M este situatd in planul
7Ty .

Definitia 7. Numim plan tangent la o suprafata T, regulata de ordin cel putin unu, intr-un punct ordinar M al
sau, locul geometric al tangentelor la toate curbele ce trec prin M (y si sunt situate pe suprafata X .
Intrucat M) e T, existi cel putin o suprafati elementard o : 7 = F(M,v), asa incat My € o — X . Planul tangent la
o in M (uo,vo) (si deci planul tangent la £ in M) este planul ce trece prin punctul M, si are ca vectori directori
1, (ug,vo), 1, (g, vgp) -
Ecuatia vectoriald a sa este: 7z, : (F =7 )- (7, (ug,vo ) x 7, (g, vp)) = 0 sau
x—x(uosvo) y—y(uo,vo) Z—Z(”0=V0

7| x,(wo.ve)  vulug.ve)  zy(ug.ve) [ =0
xv(uoﬂ’o) yv(uoﬂ’o) Zv(uosvo)

Definitia 8. Dreapta care trece prin punctul ordinar M al suprafetei T si este perpendiculara pe planul
tangent la suprafata in M se numeste normala la suprafatd in M (.

Vectorul director al normalei in M ( (uq,Vvq ) este 7, (“0 V0 )>< 7, (“0 V0 )

Versorul normalei la suprafatd, in reprezentare parametrica r =r(u,v), intr-un punct ordinar oarecare al
suprafetei, notat N este :
r, X7,

(PR

N:

103



Observatie 4. Daca suprafata X~ este datd prin ecuatia explicitd z = z(x, y) ecuatia planului tangent in punctul

ordinar M (xg,vg,29)€ X este:

15) 0
7Ty :a—i(xo,yo)(x—xo)+§(xo,yo)(y—yo)—(z—zo)= 0,

iar ecuatiile normalei in M, (xo , Y05 ZO) sunt :

X—X __Y=Yo _Z2720
1 o) -1
ajzc(xosJ/o) é(xo,m)

Observatia 5. Daca suprafata X este data prin ecuatia implicitd F (x, y,z) =0, unde F este regulatd de ordin cel

putin unu, definim pe z ca functie de x si y, z :z(x, y), planul tangent in punctul ordinar M O(xo, yo,zo)e Y are

ecuatia :
oF oF OF
zi| (=xo)t—| (-yo)t— (z-20)=0
Ox M, Oy M, oz M,

iar normala la suprafatd in M, are ecuatiile:

X—X _V~)Yo _ 2720
oF oF oF
Ox My,

oz
M, My

Exemple :

1. Sa se scrie ecuatia planului tangent si ecuatiile normalei la suprafata
Yir= (u’ + 2\/); - 3u}' +(In u)%, (u,v) €(0,0)x R in punctul M(u=1, v=0)

Solutie :

Avem succesiv

3{=@u+m%—3}+i%; 7=2i si £(1,0)=2i-3j+k, r(1,0)=2i.

Vectorul director al normalei la suprafata in M este 1 =7,(1,0) x7,(1,0) .

=
~.

=2/ +6k

|
(O8]
S = XY

Coordonatele carteziene ale punctului M sunt (1,-3,0). Atunci ecuatia planului tangent la suprafatd in M este :

x—-1y+3 z
7, |2 -3 1}=0
2 0 0

adicd 2y +6z+6 =0, iar ecuatiile normalei in M sunt:

-1
X _VTI 2 dich x=1, 3y-2+9=0.
0 6

2. Se di suprafata Y.:2x°—3y>+2xy—3xz+z—-1=0 si punctul M(0,0,1). Si se scrie ecuatia planului
tangent si ecuatiile normalei la suprafata in M.

Solutie :
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a_F:4x+2y—3z,a—F=—6y+2x,a—F=—3x+l.
Ox oy 0z

__yoF

" oy

. 9F
Z

F
Facand aici x=0, y=0 z=1 obtinem —]

3 =1. Ecuatia planului tangent este:
X

M

M

x-0 y-0 z-1

-3(x-0)+0(y-0)+1(z-1)=0, adicd 7, :-3x+z-1=0 si ecuatiile normalei: 3 0

, adicd: y=0, x+3z-

3=0.

IX.4. Prima forma fundamentala a unei suprafete
Fie o o suprafatd eclementara, regulatd de ordin cel putin unu, reprezentatd parametric prin
= F(u,v), (u,v)e IxJ.
Din dr = 7,,du +F,dv obtinem dr> = 7.2du” + 27, F,dudv + F.>dv? .
Expresia din membrul drept al acestei egalitati este, in fiecare punct al suprafetei o , o formd patratica in du si dv.
O numim prima forma fundamentala a suprafetei elementare o i o notam prin @(du, dv).
Notand E =72, F=FF,, G=F2, obtinem:

oldu,dv)= Edu® + 2Fdudv + Gdv*

S . .. < . - =12
In continuare vom folosi si urmatoarea notatie: A = EG — F 2 Avem: A = ||ru x rv"

Presupunem in plus ¢ toate punctele suprafetei elementare sunt ordinare (adica, 7, (u,v)x 7, (u,v)# 0, (¥)u,v)e IxJ.

Atunci, E = Fu2 >0 si A=EG-F* >0, ceea ce aratd cd prima formd fundamentala a suprafetei o este pozitiv definita.

Observatia 7. Prima forma fundamentald a unei suprafete este invarianta la schimbari de repere ortonormate
Intrucdt se obtine ca produs scalar al lui dr cu el insugi (ori produsul scalar este invariant la asemenea schimbari).
Prima forma fundamentala se mai numeste si metrica suprafeei.

Exemple:
1. Sa se determine prima forma fundamentala a sferei pornind de la reprezentarea parametrica.

7 = Rcosucosvi + Rcosusinvj + Rsinuk , unde (u,v)e(—%,%jx[OJﬂ).

Solutie:

7, =—Rsinucosvi — Rsinusinvj + Rcosuk , 7, =—Rcosusinvi + Rcosucosvj .

Atunci E=R%*,F=0,G=R?cos’u.

Rezultd o(du,dv)= R? (du 2 4 cos? udv? )
2. Si se determine prima form3 fundamentali a suprafetei 2. : F(Lt,v) = (2u2 -3’ )l_ + (uv —3u+ 2\))} —2uvk

Solutie :

r =4u17+(v—3)j_'—2vl; , E,=—6vf+(u+2)}—2ul;

105



E=160"+v' —6v+9+4v° =16u” +5v> —6v+9,
F==24uv+(v—3)u+2)+4uv = —19uv +2v—3u -6,

G=36V+u’ +du+4+4u’ =36v° +5u° +4u+4

Astfel oldu,dv)= (16”2 +5v —6v+9)du2 +(=19uv +2v — 3u — 6u )dudv +
+(36v* + 50 + du + 4 )dv?

IX.5. Lungimea unui arc de curba de pe suprafata.

Unghiul a doua curbe trasate pe suprafata

Fie o o suprafatd eclementara, regulatd de ordin cel putin unu, avand reprezentarea  parametricad

i

7=

(u,v), (u,v)e IxJ.
Se considera curba I': u = u (f), v = v(t), t (a, b) situata pe suprafata . Deci, I are ecuatia vectoriala:

F = 7} v(0)) 1 € (ah).
Fie t1,t, € (a,b), t; <ty . Atunci, lungimea arcului de curba M 1?\/12 ,unde M(t,), M,(t,) este:
o
I~ =||r't)dt
P al
Cum 7' (t) =7, () v(e))u'(2) + 7, (w(e), (e )W (2), £ € (a,b) deducem ca:

7 (11‘ —VE@ ()P +2F (e () + Gl (1)) , unde
E(t)= Eu() (), F(t)=Fu(t)v(t)), Ge)=Glult).v(t)), € (a.b).

t
Daca fixam ¢ si luam ¢ arbitrar in (a, b), egalitatea s = j“;’/ “dt ne da elementul de arc al curbei :
f

2
ds = 7 (zj‘ di® . Deci ds? = Edu® + 2Fdudv + Gdv?,

7/ (zj‘dz , adica ds? =

unde E, F,G sunt calculate de-a lungul curbei I'.
Consideram acum doua curbe I'}, I', situate pe suprafata o , trecand prin punctul M eo.
Definitia 9. Numim unghi al curbelor I}, I'; in M, unghiul 6 al tangentelor la cele doua curbe in M.

Astfel, unghiul curbelor I';, I'; in M este unghiul vectorilor dr =7, du+7r,dv, o =r,0u +r,0v calculati, respectiv

de-a lungul celor doua curbe.

Asadar,
cosg=- O _ i dudiu + 1, 7 (dudy + Sudv)+ 77 dvoy sau
ol = oo .
Edudu + F(dudv + udv)+ Gdvé|
cosf =

Joldu, dv)\Jp(ou, 5v) |M '

Dacad 6 = /2 spunem ca cele doud curbe I';, ', sunt ortogonale in M.
Aceasta este echivalent insa cu:

Edudu + F(duov + dvéu) + Gdvov =0

106



Daca cele doud curbe I'; I', sunt curbele coordonate I';: v =v, I,. u= uy si M (uo,vo) vom avea

dv=0,0u=0. Atunci obtinem:

F
cosf =——

JEG

Deci, curbele coordonate sunt ortogonale daca si numai daca F =0.

M

Exemple : Se di suprafata . :

F=ul +(u+v)j+ (u + vz)’?, (u,v)e RxR sicurbele I7:v=1, T,:u=v situate pe suprafata >..

a) Sa se calculeze lungimea arcului MM, al curbei I, unde M, (0,0), M, (1,1).
b) Sa se calculeze unghiul curbelor I'y I'; in M, .
Solutie:

Determinam prima forma fundamentald a suprafetei:

Fo=i+j+k,7, = j+2vk implica 72 =3,7, -7, =14+2v, 72 =1+ 4v°
Dec, (du,dv)=3du? + 2(1+ 2v)dudv -+ 1+ 40 Jiv?
a) Curba I', mai poate fi datd prin u=t, v=t. Atunci u'(f)=v'(¢)=1. Obtinem :

1 1 3
I A =_[ 6+4t+4t2dt="‘\/(2t+1)2+5dt:%_[ 1% +5dt =
0 0 1

=%(3\/ﬁ+51n(3+\/ﬁ)—x/3—51n(1+x/5))

b) Coeficientii primei forme fundamentale in A, (1,1) sunt £=3, F'=3, G=5. Tinand seama ca pe '} avem dv=0, iar
pe 'y, ou = o6v obtinem:

3dudu + 3dudi V42

cosf = =
V3du? 3su? +6su® +s5au> 7

IX.6. A doua forma fundamentala a unei suprafete.

Directii si linii asimptotice ale unei suprafete

Fie o o suprafatd elementard, regulatd de ordin cel putin doi, cu toate punctele ordinare, avand reprezentarea
parametricd : 7 = 7(u,v), (u,v)e I xJ .
Definitia 10. Se numeste a doua forma fundamentala a suprafetei o expresia:
N-d*F.
Prin diferentiere avem : dr =7, du+r,dv si d 2 = Ema’u2 + 27, dudv + ﬁ,vafv2 .

Versorul normalei, N, are expresia :

&NI

xXr,

7

N =

Astfel obtinem:

N -d?*7 = Ldu?* +2Mdudv + Ndv* , unde
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1 1 |

L:ﬁ(ruvrvvruu)v M:ﬁ(ruvrvsruv)s N:ﬁ(rusrvvrvv)'

Asadar, a doua forma fundamentala a unei suprafete o este o forma patratica in du, dv, notatd y(du, dv). Deci,

w(du,dv)= Ldu® + 2Mdudv + Nav* .

Definitia 11. Se numeste directie asimptotica a suprafetei o in punctul P € o o directie tangenta la suprafata o
in P si pentru care a doua forma fundamentald este nula.
Prin urmare, ecuatia directiilor asimptotice ale suprafetei o in punctul P € o este:
Ldu* +2Mdudv + Ndv* =0,
adica,
Lm® +2Mm + N=0.

unde, m= % , iar coeficientii L, M, N sunt calculati in punctul P.
v

in fiecare punct P al suprafetei (ce are proprietatile precizate la inceputul paragrafului) existd doua directii

asimptotice care sunt:

a) reale si distincte, daca (M* — LN) | p >0, caz in care punctul P se numeste hiperbolic.
b) imaginare, dacd (M* — LN) | p <0, caz In care punctul se numeste eliptic.
c) reale si egale, daca (M — LN) | p =0, caz 1n care punctul P se numeste parabolic.

Definitia 12. Se numeste linie asimptotica a suprafetei o o curba I, situatd pe suprafata o, care este tangentd in
fiecare punct al ei unei directii asimptotice.
Ecuatia diferentiala a liniilor asimptotice este :

Ldu* +2Mdudv + Ndv* =0
care este de ordinul Intai si gradul doi.
Se observa usor ca:

a) prin fiecare punct hiperbolic al suprafetei trec doua linii asimptotice reale.
b) prin fiecare punct eliptic al suprafeti trec doua linii asimptotice imaginare.
¢) prin fiecare punct parabolic al suprafetei trece o singura linie asimptotica.

Exemple: Se da suprafata o ce are reprezentarea parametrica :

F=ui +uvj+(v+Inulk, (u,v)e(0,00)x R . Se cere:

a) Sa se scrie a doua forma fundamentala a suprafetei.
b) Sa se precizeze natura punctelor suprafetei.

c¢) Sa se determine liniile asimptotice ale suprafetei.

Solutie:

k

r,=i+v+ r,=u+k,r, =——=k,n,=j,7,=0.

NEES

2
Rezulta, E =1+v2 +L2, F :uv+l, G =l+u2, A =(l+v2 +L2j(l+u2)—(uv+lj
u u u

1 - _ _ 1
L= /—A (rusrv’ruu)z_u /—A 5

1 - _ _ 1
M = (Vu’rv’ruv)Z_

A A
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N =L (7,77 )=0.

JZ u»s 4%

Astfel, a doua forma fundamentala a suprafetei este :

1

l//(du,dv): T du? —idudv.

JA

u

A 1 . . . .
b) intrucat M? - LN= —— > o in fiecare punct al suprafetei, rezulti ca toate punctele suprafetei sunt hiperbolice.
A

c) Ecuatia diferentiala a liniilor asimptotice este:

L2, 2

uv A JZ

dudv =0 sau du(l du + 2dv)=0,
u

echivalenta cu du =0 sau l du+2dv=0.
u

Obtinem astfel cele doud familii de linii asimptotice (prin fiecare punct al suprafetei trece cate o curba din fiecare

familie) u =c,, Inu + 2v = ¢,, unde ¢, ¢, sunt constante reale.
IX.7. Probleme rezolvate

1) S& se scrie ecuatia planului tangent, normala si expresia analitici a versorului normalei la suprafata:
O':F(u,v)z 2vf+(u+v)]_'+uv/; in punctul Myu=v=1).
Solutie:

Reprezentarea parametrica a suprafetei este:

x=2v
y=u+v
Z=uy

iar coordonatele carteziene ale punctului M, se obtine inlocuind u =v =1 in ecuatiile parametrice. Avem: M (2,2,1)

Avem succesiv

ro=j4vk, F=2i+j+uk si F(L)=j+k r(L1)=2i+j+k.

Vectorul director al normalei la suprafata in M este 1 =7,(1,0) x7,(1,0) .

Ecuatia planului tangent la suprafata in M este :

x—-2 y=-2 z-1
7, :|0 1 1 [=0
2 1 1

adica 2y —2z—2 =0, iar ecuatiile normalei in M sunt:

x-2 y-2 z-1
0 2 -2

,adica x=2, 2y+2z-6=0.
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Un vector normal la suprafata are deci directia ﬁ(O,Z,—Z).

— n C g ..
Vectorul u = F este vesorul acestei directii.
d

27 -2k 1 (-.

gt

2) Fie suprafata X :x=u+cosv, y=u—sinv,z = V2u si M, (1,0,\/5) pe suprafata.
a) Sa se determine unghiul curbelor de coordonate (parametrice ) ce trec prin M.
b) Sa se arate ca tangenta In M la curba I':u =sinv coincide cu tangenta in M la una din curbele de
coordonate.
Solutie:

u+cosv=1
e . . T
My €X implicd Ju —sinv =0, adica u:l,v=5.

V2u=42

Unghiul curbelor de coordonate ce trec prin M, este dat de relatia:

cosQ =

HE
Q

. . . 1
Inlocuind obtinem cos@ = 3 de unde ¢ = 2%[ .

Rationamentul teoretic ce a condus la aceasta formula este urmatorul: unghiul curbelor de coordonate I',, si I,

in M|, este unghiul vectorilor tangenti 7, si 7, la cele doud curbe in punctul M.

X=u x=1+cosv
l—‘ .

i y=u—1 I:qy=1-sinv.

z=+2u z=42

Vectorii tangenti in M|, vor avea directiile:

A 040,005 52 ) 1(Z). (2 ).
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adica H(LLV2) si 72(~1.0.0).
Unghiul dintr cei doi vectori se determina din relatia:
fb 1
COSPp=—""""=—7
Al 2

. 2
Deci gpz{.

b) Parametrizand curba I" obtinem:

X =sinv+cosu
r:qy=0

z:ﬁsinv

(reprezentarea parametrica a curbei I, se obtine inlocuind 1n ecuatia suprafetei u =sinv).

Derivand observam c directia tangentei in M, este 7(—1,0,0). Deci aceasta coincide cu tangenta la curba.

3) Se da suprafata reprezentata vectorial:
(X): 7l v)=(u—v)i + (uz + 3v)]_' +u-vk .
Sa se determine prima forma fundamentala a suprafetei.
Solutie:

Expresia primei forme fundamentale este:

2

o(du,dv)= Edu® + 2Fdudv + Gdv? ,unde E =7’ ,F =77, si G=T,

T, =z7+2uf+v21€,7v =—17+3j_'+2uvl€
E =77 =1+4u” +v*,

F=77 =—1+6u+2uv’,

G=7=7F =1+9+4u*v’ =10+ 4u*V’

Deci avem:

(o(du,dv) = (1 +4u® +v* )du2 + 2(— 1+ 6u+ 2uv3)dudv + (10 + 4uzvz)dv2 )

4) Sa se scrie ecuatia planului tangent si ecuatia
dir= (2u+3v)-i +2u- j+sinv-k,(u,v)e RxR inpunctul M(u=1,v=0).
Solutie:
Avem succesiv 7, =2i +2j, 7. =3 + cosvk si
7(L0)=2i +2j,7(1,0)=3i +k .
Vectorul director al normalei la suprafatd in M este n =7, (1,0) X7, (1,0).

i

=2/ -2j-6k

S N~
—_ O X

n=|2
3

normalei la

suprafata

Coordonatele carteziene ale punctului M sunt (2,2,0). Atunci ecuatia planului tangent la suprafata in M este:
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x=2 y-2 z
= 2 2  0=0,
3 0 1

adica 2x—2y —6z =0, iar ecuatiile normalei in M sunt:

-2 -2
al =y—=i,adicé

2 -2 -6

5) Se da suprafata Z: x*=2y*+yz—3x-2z+4=0 si punctul M(0,0,2). Sd se scrie ecuatiile normalei la

suprafata in M.
Solutie:
Avem: a—F=2x—3,a—F:_4y_|_Z,a_F:y_2
Ox oy 0z
Pentrux =0,y =0,z =2 obtinem: a—F = ,a—F zz,a_F =2
X v 8)/ u 0z M

Ecuatia planului tangent este:
~3(x-0)+2(y-0)-2(z-2)=0,

adica 7, : -3x+2y—2z+4 =0 si ecuatiile normalei

x-0 y-0 z-2
-3 2 -2

6) Se da suprafata: ¥ : 7 = 2ui + (u — 2v)} + (u + v)/; , (u,v) € RxR sicurbele I :v=2,T, :u=2v situate pe
suprafata X . Se cer:
a) Sa se calculeze lungimea arcului MM, al curbei I, unde M, (u =0,v= 0) , M, (u =lLv= 2).
b) Sa se calculeze unghiul curbelor I7,I, in M, .
Solutie:
Determinam prima forma fundamentala a suprafetei :
7o=2i+j+k,7 =-2j+k implica:
Fo=4+141=6,7F =—2+1=—1,7 =4+1=5,
Deci, @(du,dv)=6du’ +2(~1)dudv + 5dv* .
a) Curba I, mai poate fi datd prin u =2¢,v =¢. Atunci u(t) =2, v'(t) =1. Obtinem:

1
Ly, = [N25dt =51, =5

0

b) Coeficientii primei forme fundamentale in M, (u =lv= 2), sunt £=6,F =-1,G=5. TinAnd seama ca pe

I avem dv=0,iar pe I,,20, =3J, obtinem:

6du5u—du@ 11 11
cosd = 2 = — = )
N 6du’ -\/65Lt2—é‘u2+55u2 \/E 25 5\/8
4
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