ANALIZA MATEMATICA

SINTEZE TEORETICE SI APLICATII

GRECU LUMINITA



1. SIRURI DE NUMERE REALE

1.1. Definitii. Marginire. Monotonie

Prin sir de numere reale (denumit simplu sir) intelegem o functie f: N*— R, care asociazd oricarui

numir natural 7z, n>1, numdrul real notat a,( f (n)=an ). N poate fi inlocuitd cu N sau cu

N,={neN/n>k}

Notatii pentru un sir: (a,) ., (a,) - , (an )n; a, se numeste termenul general al sirului, iar » poarta
numele de rangul termenului respectiv.

Un sir poate fi dat fie precizdndu-se formula termenului general, fie printr-o relatie de recurenta.
Spunem ca girul (an)m este marginit daca Im( f ) este o mulfime marginitd din R, adicd daca si numai
dacd Ja,b e R astfel incat: a <a, <b pentru orice ne N, n>1. Echivalent putem spune ca: sirul

(a,),., este marginit daca si numai daci 3 M € R astfel incat |an| < M oricare ar fi ne N, n>1.

Daca a <a,, pentru orice ne N, n>1, spunem cad sirul este marginit inferior, iar dacd a, < b, pentru orice

ne N, n=1 spunem ca sirul este marginit superior. Sirurile care nu sunt marginite se numesc nemarginite.

Spunem ci sirul (a,) _ este un sir monoton daci f (n): a, este o functie monotona (crescatoare sau
nz

n

descrescatoare).

Sirul (a,) . este monoton crescator daca a, < a,,, oricare ar fi ne N, n>1.

nx1 n+l°

Sirul (a, ), este monoton descrescitor daca a, > a,,,, oricare ar fi ne N, n>1.

n+l?

Daca inegalitatile precedente sunt stricte se spune cd sirul este strict crescitor, respectiv strict

descrescator. Un sir strict crescator sau strict descrescator se numeste strict monoton.

Se observa cd un sir crescator este marginit inferior de primul termen al sirului, iar un sir descrescator este

marginit superior de primul lui termen.

1.2. Limita unui sir. Sir convergent. Sir divergent. Sir fundamental

Spunem cd un numadr real a este limita sirului (an )n si scriem lima, = asau a, — asau mai simplu
n—>0

n—>0

a, — a, daca orice vecinatate a lui a contine toti termenii sirului cu exceptia unui numdr finit de
termeni. O formulare echivalenta este urmatoarea: V& >0, AN (8) , numar natural, astfel incat Vunel,

nz N(g), sd avem |an —a|<8.



Spunem ca un sir (an )n are limita + o0 si scriem lima, = o sau a, — o0 sau mai simplu a, — o,
n—om n—x0

dacd oricare ar fi numarul real & >0 existd un numar natural ce depinde de ¢, notat N (8), astfel incat

oricare ar fineN, n 2 N(g) sdavem a,>¢ .

Spunem ca un sir (an) are limita —oo si scriem lima, = -0 sau a, —>—o0 sau mai simplu
n n n

n—0 n—0

a, —> —oo dacd oricare ar fi numarul real ¢ >0 existd un numar natural ce depinde de ¢, notat N (5),
astfel incat oricare ar fineN ,n 2 N(g) saavem a,<-¢.

Un sir se numeste convergent daca are limita un numar real. Un gir care nu este convergent se numeste

divergent. In categoria sirurilor divergente intra atat sirurile care nu au limita cat si cele cu limita +oo.

Un sir (an )n se numeste sir fundamental (sau sir Cauchy) daca si numai daca oricare ar fi & >0, existd un

numar natural ce depinde de &, notat N (5), astfel incat oricare ar fi numerele naturale m si n,

m,n 2 N(g), sd avem |am —a,|l<eg.

n
Sirul (an )n este sir fundamental dacd si numai daca oricare ar fi £>0, existd un numar natural ce

depinde de ¢, notat N (5), astfel incat oricare ar fi numarul natural n, n > N (5) si oricare ar fi numarul

natural p, sa avem

an+p—an‘<e.

1.3. Proprietiti importante

1. Limita unui sir , daca exista, este unica.
2. Dacd a, <b,,VneN,n21si lima, =a iar lim b, =b, atunci a<b.
n—»o© n—0
3. Dacaa,<b,<c,VneN,n2lsilima, =/=limc,, atunci limb, =/ . (Criteriul clestelui)
n—»ow n—0 n—o
4. Daca |an - a| <b, si b, = 0,atunci a, — a . (Criteriul comparatiei)

5. Daca b, =0 si |an|SM,Vne N, n21, atunci a,b, = 0.

6.  Lema lui Cesaro-Stolz. Fie (bn )n un sir strict monoton §i nemarginit, (an )n un sir oarecare. Daca
sirul ﬁ are limita atunci sirul Z—" are limita si liinZ—" = liﬁm%
- n—0 n—>0 J—

n+l1 n n n n+l1 n
7. Orice sir convergent este marginit.
8. Orice sir monoton si marginit este convergent (Weierstrass).
a. Orice sir crescator si marginit superior este convergent.
b. Orice sir descrescator si marginit inferior este convergent.
9. Orice sir marginit contine un subsir convergent (lema Iui Cesaro).
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10.  Orice subsir al unui sir convergent este convergent si are limita egala cu limita sirului respectiv.
11. Daca doua subsiruri ale aceluiasi sir sunt convergente dar au limite diferite, atunci sirul din care fac
parte este divergent.

12.  Un sir de numere reale este convergent dacd si numai daca este un sir fundamental (Criteriul lui

Cauchy).

1.4. Operatii pe R

Fie / € R, atunci au loc relatiile formale:
[ +00 =400

[—00=—0

00 + 00 = 400

—00—00 = —00

l(+ ) +o0,dacal >0
o0 )=
—oo,daca l <0

/

i_oozo
N+ 00 =40
inﬁ:_oo
0™ =0

B +o0, daca [ > 1
10, daca0<1<1

, {+oo,dacal>0

+o0

0,dacal <0
0” =
0 =0

) ( ) oo, daca a > 1
og (©)=
Ba —o,daca0<a<l

o (O)— —oo, daca a >1
8.\ oo, daca 0<a<1

Nedeterminari

o0
w—0w; 0.0; —;
o0

1.5. Limite importante



it ,daca l =k
b,

=<0, dacal>k
+oo,daca l<ksia, -b, >0

aknk +ak71nk’1 +...+an+a,
o hn' +b_n'™ +..+bn+b,

—mo,dacal<ksia, b <0

0, daca |q| <1
. 1 =1
limg" =" daca q
o + 00, daca q > 1

nu exista, daca g < —1

lim£1+lj —ex=2718

n—o n

1
Daci lima, =0, atunci lim(1+a, )« =e

n—»o n—»o0

Pentru cazul in care lima, =0 avem:

n—»o0

im0 ) o Q) ol e o
n—»0 an n—0 an n—w an

=lna

Alte criterii care se pot aplica in calculul unor limite ale unor siruri cu termeni strict pozitivi:

o . .G .
1. Criteriul raportului: daca existd lim—- =/, atunci

n—»o
an

Daca /<1, atunci lima, =0

n—0

Dacé [ >1, atunci lima, =+

n—0

o . . ... a . .
2. Criteriul radical: daca existd lim—*" =/, atunci lim4/a, =1, atunci
n—>90 a n—>0
n

1.6. Probleme rezolvate

Sa se calculeze:

. 2n’+4n-1
1. lim 5
> (5n+3)n? +1
Observam ca gradul numaratorului este 3 si este egal cu gradul numitorului. Limita va fi datd de raportul

3 —
coeficientilor dominanti. Astfel lim 2 +4n2 .2
e (5n+3)n* +1) 5
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4 2
5 limn 3n"+5n—-1

s n’+1

Observam ca gradul numaratorului este 4 si cel al numitorului 2. Coeficientii dominanti au acelasi semn,

deci

.ont=3n*+5n-1
lim 5 = +00
n—>ew n-+1

Observam ca gradul numaratorului este 3 si cel al numitorului 2. Coeficientii dominanti au semne diferite,

deci

L (5n—1)n+4)
e 4-3p?

. . . . . -1 4
Observam ca gradul numaratorului este 2 si cel al numitorului tot 2, astfel 11rnM _2

o 4-3p? 3

voree O 2]

6.lim =1lim =0

n—o 2" _7” n—o n
(5
7

n n-2 n
7. lim2 :limg'g'go...ESZIim 2 :0.As‘[felavem:0$1im2 <0.
n—»w n| n—»w 1 2 3 n n—»w 3 n—»w n'

Folosind criteriul clestelui obtinem lim o= 0
e gl
8. lim———
o4 4p-3"
. n .1 . o — . n
0 <lim————— < lim— = 0. Folosind criteriul clestelui obtinem: lim———— =0
w4430 e 3t no>e4+p-3"

9. lim(yn+4-n+1)

n—»o0



4-n-1 3
limVn+4 —+n+1 S [P e S S | ——
"”( ) mrNn+4+Vn+l PV n+4 +Vn+1

0

10. 1im[4n+1j
e\ 4n -3

n n n Tmn irn 4”
im0 12 2 ) Sl = gim 12 T
e\ 4n -3 n-e 4n-3 o 4n-3 noe 4n-3

2. SERII DE NUMERE REALE

2.1. Definitii. Serii convergente si divergente

Definitia 2.1. Fie («,),>1 un sir de numere reale si (s,),>; un alt sir de numere reale dat de: snIZu ‘-
k=1

Perechea de siruri ((#,).>1 , (S.)21 ) se numeste serie de numere reale §i se noteaza:

o)
U, +u, +...+u, +... sau Z”n (sauZun sauZun sauZun ).Numerele u,,u,,... se numesc
n=1

neN n
termenii seriei; u, se numeste termenul general al seriei, iar sirul s, se numeste sirul sumelor partiale ale

seriel.

Definitia 2.2. Fie ZMn o serie de numere reale. Daca sirul (s,), are limita s (finitd sau infinitd), deci

0
daca existd s = lims, vom scrie s = Zun sau S =u, +u, +...+u, +... si vom spune cd suma seriei

n—»o
n=1

este s.

Observatia 2.1. Simbolul Z”n (sau u, +u, +...+u, +...) este de fapt o notatie (un nume) pentru

n=1

o0
seria (pentru perechea de siruri): ((U)nz1 > (Sn)u21). Egalitatea Z“n: s (scrisa si
n=1
0
Uy +u, +...+u,+...=5 ) exprimatd verbal : “suma seriei Zun este s* ( sau ‘“suma seriei
n=1

U, +u, +...+u, +... estes”) semnificd faptul ca sirul sumelor partiale ale seriei are limita s (nu vom
0

citi: seria Z”n este egald cu s).
n=1

In acest caz se mai spune cd suma (contindnd o infinitate de termeni): u, +u, +...+u, +... este egald

n

cu s, acordandu-se astfel sens unei sume infinite.



Definitia 2.3. Daca sirul sumelor partiale ale unei serii nu are limita, seria respectivd se numeste serie

oscilanta.

o0
Daca seria ZMn este oscilanta expresia u, +u, +...+u, +... nu are sens.

n=l1
Definitia 2.4. Dacd sirul sumelor partiale ale unei serii este convergent seria se numeste serie
convergentd. In caz contrar seria se numeste divergentad.
Deci, daca sirul sumelor partiale nu are limita, sau daca limita sa este +00 sau — o0, seria se numeste

serie divergenta. Astfel seria oscilanta este o serie divergenta.

Exemple:
N - 1 . 1
2. Fie seria Z— .Termenul general al acestei serii este u,=————, n>1
mnn+1) n(n+1)
1 1 1

n=>1

Sirul sumelor partiale are termenul general s,=u, +u, +...+u, = + +.+ ,
1.2 2.3 n(n+1)

1 1
Tinand seama de identitatea ———— = — ———, k=1,2,...n obtinem: sn=l —l + l —l +.t l — ! ,
k(k+1) k k+1 1 2 2 3 n n+l
. . 1 L~ ..
Sp=1- ,deci lims, =lim(1— )=1. Astfel, seria Z— este convergenta si are suma
n+1 n— oo+ mnn+1)
- 1 1 1 1
1. Vom scrie 1=Z— sau 1= + +..+ +
= n(n+1) 1-2 2.3 n(n+1)
2 . S|
3. Seria 2—2 are termenul general U=—, N >1. Pentru aceasta serie avem: s,= — ., n >1.
n=1 N n k=1
1 1 1

1
Se verifica fara dificultate ca: — ——,k=23,...n.

< =
k* k(k-1) k-1 k
AtuncisnIZn:L<1+i;:l+i(L—1):2—l<2,nzl
k:1k2 i k(k—1) = k=1 k n

Deci, sirul sumelor partiale fiind strict crescator si marginit superior este convergent. In concluzie seria

o0
Z_z este convergentd. Nu putem preciza care este suma acestei serii, putem spune doar cd suma
n=1 1

acestei serii este situata in intervalul [1,2] intrucat 1< 5,<2 , n >1.

4. Seria Zq" =1+qg+q’>+...+q" +... numitd seria geometricd are termenul general al
n=0
. . . . _ 2 n—1 _ qn _1
sirului sumelor partiale:s, =14+g+¢q° +...+q" = ,q#1.
. y . . 1 . . . 1
i). Dacd |q/<1, obtinem lims, = 1-a .Seria este deci convergenta si are suma § = 1-a"
" —-q —-q



Vom scrie

=l4+g+q>+...+q" +... (sau 1226]” )
n=0

ii). Daca g=1,s,=1+1+...4+1 =n, lims, =limn = 4.

de n ori n—o n—o

o0
Seria are suma + o0, vom scrie o0 =1+ g +¢q> +...+¢" +... sau Zq” =+00. Deci acestd serie este

n=l1

divergenta.

< 0, pentru n par . o - :
iii). Daci g =-1, s, = ) ; sirul (s,,), nu are limita (are punctele limita 0 si 1).
1, pentru n impar

Aceasta serie este oscilanta, deci divergenta.

n

iv). Daca g<-1, cum s,= rezulta ca sirul (s,), nu are limitd (are punctele limitd 4+00 si —o0).

qg-1
Atunci seria este oscilanta, deci divergenta.

n

v). Dacd ¢g>1, cum s, = 9 obtinem lims, =400, deci seria este divergenta.
q —_ n—>0

o0
In concluzie seria geometrica Zq" este convergentd (cu suma

n=1

) daca |q<1 si divergentd daca

lg>1.

X 1 . : .
3. Seria E —=1+ E + g +...+—+... numitd seria armonicd are termenul general u, =—,
n=l1 n n n

I . 1 1 .
termenul general al sirului sumelor partiale este s, =1 +E+§+...+—. Se observa ca s, este strict
n

crescator.

1 1 1
+

n+l n+2  2n 2n

Dar s,,- 5,=
Daca sirul (s, ), ar fi convergent atunci si (s, ),»1 ca subsir al sirului (s, ), ar fi convergent si ar avea

S . . . 1 1 - .
aceeasi limitd. Trecand la limita in inegalitatea s,,- s, > 5 rezultd 0 25 , contradictie. Deci sirul (s, ),

nu este marginit (altfel fiind monoton ar fi convergent). Fiind strict crescator si nemarginit are limita +oo.

In concluzie putem scrie: 1+ 3 +—+...+—+... =400, deci seria armonica este divergenta.
n
e . . . S e
6. Seria ZT este divergenta pentru ca sirul sumelor partiale tinde la infinit.
n=l n

1 1 1 1 1
s =l+—=+. . +—=>—=+—=+..+t—==

2 A A A T A A

=n—"2" 500



este divergentd pentru ca sirul sumelor partiale tinde la infinit.

Seria Z\/__,_\/nT

Z\/‘ \/— ;(Q—M):\/ﬁ&)w

2.2. Criterii de convergenta

Teorema 2.1. (Criteriul general al lui Cauchy).

O conditie necesara si suficienta ca seria Z”n sa fie convergenta este ca: V& >0, 3 N(¢), astfel incat
n

+...+u

n+l . n+p

<¢&.

Vn>N(g), p>1 sd avem:  tu

Aplicatie. Sa se studieze convergenta seriei armonice generalizate

Z ! =1 ! ! ...+L+...pentruae(0,l).
e na 2a 3a na

Solutie. Aplicand criteriul lui Cauchy obtinem:

un+1+un+2+...+un+p‘= ! + ! +...+ ! S ,Vp=1.
(n+D)* (n+2)¢ n+p)? (m+p)* ntp
1 1 1 1
Luand p=n rezulta ca + +...+ > A
(n+)* (m+2)° 2n)* n+n 2

Deci pentru s=§ conditia de convergenta din criteriul lui Cauchy nu este satisfacuta.

Astfel seria este divergenta.

Teorema2.2. O condifie necesara ca seria Zun sa fie convergenta este ca |jm u, =0
n n—»0

Consecinta 2.1. Daca sirul (u,, ), nu este convergent cdtre zero seria Z u, este divergenta.

n

Observatia 2.2. Dacd (u, ), este convergent cdtre zero nu rezultd cd seria z u, este convergenta.

n

1
De exemplu, seria armonica Z— este divergenta desi avem lim — =0.

=1 n—x0 n

Teorema 2.3.(Criteriul lui Abel).

Daca sirul sumelor partiale ale seriei Z”n este marginit §i (a,), este un sir descrescitor de numere

nx1

pozitive, convergent catre zero, atunci seria Z a,u, este convergenta.

nx1

Exemplu: Seria: 1+1+1-1-1-1+1+1+1-1-1-1+... are sirul sumelor partiale: 1,2,3,2,1,0,1,2.3,... si acest sir
11 . ..
este marginit. Sirul: sinl, s1n5 , smg ,... este sir descrescator de numere pozitive convergent catre zero.

9



T . N . . 1
Conform criteriului lui Abel, seria: sinl+sin—+ sin— -sin —-sin— - sin — +...este convergenta.

Definitia 2.5. O serie in care produsul oricdror doi termeni consecutivi este negativ se numeste serie

alternata.

Ea are forma:

U, —u, +uy —uy, .o+ (=D,

sau forma: —u, +u, —us +u, —...+(=1)"u, +...,unde u>0,i=123,...

Deoarece ultima serie se obtine din prima prin inmultire cu -1, vom studia doar seri alternate de primul
tip.

Teorema 2.4. (Criteriul lui Leibniz).

O serie alternata u, —u, +u; —..., u,>0, cu proprietatea cd sirul (u,), este descrescator si convergent
catre zero, este convergenta.

Exemplu: Conform criteriul lui Leibniz, seria armonicd alternata:

1 1 1 | - . A 1 < .
l—-—+—-— 2 +...+(=1)"" —+... este convergentd intrucat sirul | —| este descrescator si
n nJ s

convergent catre zero.

Definitia 2.6. Seria Zun se numeste absolut convergentd dacd seria modulelor Zu este

n

convergenta.
Teorema 2.5. Orice serie absolut convergenta este convergenta.
Observatia 2.2. Reciproca acestei teoreme nu este adevarata.

. . I 1 1 o1
Exemplu: Seria armonica alternata 1—5+§—Z+...+(—l)" ' este convegentd, dar nu este
n

: 1 . .
absolut convergentd, intrucat seria modulelor: 1+5+§+...+—+... este seria armonica ce este
n

divergenta.

2.3. Serii cu termeni pozitivi. Criterii de convergenta pentru acestea

Definitia 2.7. Seria Z”n cu u, >0, Vn>1, se numeste serie cu termeni pozitivi.

n1
Observatia 2.3. Daca o serie cu termeni pozitivi este convergenta, ea este absolut convergenta.
Teorema 2.6. (Criteriul monotoniei).

Conditia necesara si suficientd ca o serie cu termeni pozitivi sa fie convergenta este ca sirul sumelor
partiale ale seriei sa fie marginit.
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. . . . - 1 o .
Exemplu: Fie seria armonicad generalizata Z—a , cu a@>1. Termenii sirului sumelor partiale pentru p=2"

n=l1

sunt

1 1 1 1 1 1 1 1 1
Sy =1+ VRV B S vl tenl Rt Tt oo +oo
(2 )a 361 (2 )a Sa 6a 7a (2}’1 )a (2n +1)a (2n _l)a

Tinand cont de inegalitatile:

1 1 1 1

INa a 2 INa a1
(2)° 3 2)" 2

11 11, 1 1Y
sttt <2°. S = -
(2 )ll 5a 6[1 7a (2 )a 2a—

1 1 1 o 1\
n—1 a+ n-1 a+"'+ n a<2 ) nya = a-1
2" )" 2" +1) 2" -1) 2" 2

oo n—1 1 k l (2a—l ) 1 . . ] ) 1
Rezulta ca S <1+Z - = < , Intrucat a>1 si deci —< 1.
— 2a— 207

1
Se constata atunci cd Vn=s,<s, <—1 , deci (s,), este marginit, ceea ce atrage convergenta seriei.

1

- 2a—l
Teorema 2.7 (Primul criteriul de comparatie).
Fie Zun si Zvn doua serii cu termeni pozitivi. Daca existd un numar Na.i. u, <v,, Vn > N, atunci:

1. Daca seria Zvn este convergenta, atunci i seria Zun este convergenta.

2. Daca seria Zun este divergentd, atunci si seria Zvn este divergenta.

Exemplu:

o . L n
Sa se determine natura seriei Z

“1+n-5""

n

Avem evident o serie cu termeni pozitivi pentru care — < —=—,
1+n-5" n-5" 5

Vn=>1.

0

. . 1 A . 1 . o .
Cum seria geometrica Z—n este convergentd avand ratia ¢ :§< 1, aplicand criteriul comparatiei

n=1

rezultd cd seria )
n=1 1+n-5

— este convergenta.

11



Teorema 2.8. (Al doilea criteriu de comparatie —cu limita)

Fie seriile cu termeni pozitivi Z”n si Zvn . Daca lim—= /1> 0, A -finit, cele doua serii au aceiasi

n—>0 Vn
naturd.
1
Aplicatie: Sa se determine natura seriei Z
2n+1’
1

Solutie. Avem evident o serie cu termeni pozitivi. Stim ca seria armonlcaZ— este divergenta.

n=1 N

n 1

Notand cu u,, respectiv v, termenii generali ai celor doua serii, obfinem: hm— = lim =—>0

n—»o v, n—o Qp 41 2

Astfel, folosind criteriul precedent deducem ca cele doua serii au aceeasi naturda, deci seria este

divergenta.

Teorema 2.9. (Criteriul radacinii sau criteriul lui Cauchy-cu limita).

Fie ZM o serie cu termeni pozitivi. Daca exista lim%/u, = A, atunci:

n—>0

1. Daca A<1 seria ZMn este convergenta,
2. Daca A>1 seria Zun este divergenta,

Daca A =1nu se poate decide natura seriei folosind acest criteriu.

Aplicatie. Si se determine natura seriei [,/n(n +1) - nT .
n=1

Solutie. Deoarece \n(n+1) —n>0, Vn=>1,avem o serie cu termeni pozitivi.

Fie A = lim%/u —11m,/n(n+1 —n]—hm —
n=3a ’H“,/n(n+1)+n 2

Teorema 2.10. (Criteriul raportului sau criteriul lui D’ Alembert-cu limita).

. Cum A<1, seria este convergenta.

1 .
Fie Zu o serie cu termeni pozitivi. Daca existd lim —— Yot _ 4 , atunci:
n—0 u
1. Daca A<1, seria E u, este convergenta,
2. Daca A>1,seria este divergenta,

Daca A =1nu se poate decide natura seriei folosind acest criteriu.

n

Apllcatle. Sa se determine natura seriel Z—
I’l
n=l1

n

Solutie. Deoarece u,, =—> 0 avem o serie cu termeni pozitivi. Calculam A = lim
n! n—o U,

12
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(n+1)""
! " "
lim 222t = i D! =1imw=lim(1+lj e,

n
n—>0 un n—»0 n n—0 n n—>0 n

n!

Conform criteriului raportului seria este divergenta.

Teorema 2.11. (Criteriul lui Raabe- Duhamel-cu limita).

n—»ow
un+l

. . . e VT u .
Fie Zun o serie cu termeni pozitivi. Daca exista lim n( - lj = A, atunci:
1. Daca A>1, seria Zun este convergenta;

2. Dacd A<1, seria Zun este divergenta.
Teorema nu ne spune ce se intdmpla daca A=1.

Aplicatie. Sa se stabileascd natura seriei Z 1; j 6 (2(112_)1) .

n=1

Solutie. Ea este evident o serie cu termeni pozitivi. Incercdm sa aplicadm criteriul raportului pentru a

o . . u . 2n+1 C o . .. .
stabili natura ei. Avem: lim—2% = lim =1, si deci nu putem preciza natura seriei folosind acest

n—wo 1y n—w Qp +
n

criteriu..

Aplicand criteriul lui Raabe-Duhamel obtinem

2 =limn| 221 |=1limn- 2n+2_1 = lim—" =l<1,deciseriaestedivergenté.
noo |y 2n+1 noedp+l 2

n+l
24. Operatii cu serii

Propozitia 2.1. Fie Zun si Zvn doua serii convergente avand suma s respectiv s’ §i «, f doud
numere reale. Atunci seria Z (au, + Pv,) este convergentd si are suma as+pfs’. (Putem scrie
S Ga, + ) -a Y, +6 ).

Consecinta 2.2. Fie Z u, si Z v, douad serii convergente avand suma s respectiv s’. Atunci:

1.Seria Z(un + v, ) este convergenta si are suma s+s’, adica Z(un +v,)= Zun + Zvn ;

2.Seria ) ou, este convergenta, pentru orice numar real o i are suma os, adica > ou, =aD u, ;
3.Seria ) (-u,) este convergenta si are suma -s , adicd » (—u,)=->u,;

4.Seriay (u, —v,) este convergentd si are suma s-s’, adicd Y. (u, —v,)=Yu, - Dv, .

13



Observatia 2.4. Daca seria » (u, +v,) este convergenta, nu rezulta ca seriile » u, , v, sunt
convergente. De exemplu seriile Y u, =1-1+1-1+..., > v, =—1+1-1+..., sunt divergente dar

seria Y (u, +v,)=0+0+... este convergenta.

2.5. Probleme rezolvate

o0
1. Sa se studieze convergenta seriei z -—— si sd se afle suma ei.

n=2 1 =

Solutie:

Termenul general al seriei date este: u,= n >2. Temenul general al sirului sumelor

2 2

n-—1
. SEE |
partiale este: S"222— , n>1.
k-1
o e s 1 - 1 1 1( 1 1
Se verificd fara dificultate ca: — = =—|——-———1|,k=2,3,...,n.
k=1 (k=Dk+1) 2 k-1 k+1
Atunci
U | I(1 1 1 1 1 1
S SESLENE ! LN VU S
—oki-1 21 3 2 4 n—-1 n+1

Calculam lims, = liml (1+ 1.1 l) =
n—»© n—»0 2 n n

- . : : - 3
Deci, sirul sumelor partiale fiind convergent seria este convergenta si are suma i

2 Jn+132n° +1

2. Sa se studieze natura seriei: Z
n=1 5]’12 +n+ 3
Solutie:
Avem:
n /(1+1jn3‘/2+12 N /(1+1j3‘/2+12
) ) n n i n n

limu, =lim =lim =400 #0.
n—> n—»o 1 3 n—® 1 3

n o n n n

Conditia necesara de convergenta nu este indeplinitd, deci seria nu este convergenta.

14



) e 1
3. Sa se studieze natura seriel Z—
A nt +5n? -1
Solutie:
1

Vn* +5n* =1

Aplicam al doilea criteriu de comparatie cu limita, considerand seia armonicd generalizata, de

Seria are termenul general u, = >0,Vn 21, deci avem o serie cu termeni pozitivi.

1 . .
termen general v, =—, ca fiind seria etalon.

3

n
1 4 4
3 4 3 3
. .u ) - ) n
Astfel calculim lim—= = lim Y2 Sn” —1 = lim =lim 7 =1
n—»o Vn n—0 1 n—o 3 1’14 + 51’12 _1 n—»o 53 5 1
i nlt =
3 n n
n

Conform criteriului mentionat seriile au aceeasi natura deoarece limita este un numar finit, nenul.

: 1 : . 1 4 . .
Cum seria de termen general v, =—; este o serie de tipul Z_w o= 3 adica o serie armonica
3

nxl1

n

generalizatd, cu « supraunitar, deci o serie convergenta, rezulta ca si seria data este tot o serie

convergenta.

4. Sa se determine natura seriei ) ——.
n=1 3 —n

Solutie:

n

o ) g .2
Stim ca seria geometrica Z— este convergentd deoarece are ratia 3 <l1.

n=1

Notand cu Uy, respectiv. v,  termenii generali ai celor doua serii,
2”
. .u L ) ! ) 1
obtinem: lim— = lim =1 _ fim =lim =1>0.
n—o vn n—o 2” n—o 3” -n n—o n
3" 3"

Atunci cele doua serii au aceeasi naturd, deci seria data este convergenta.

. ) & 2n+1Y
5. Sa se determine natura seriei Z[ " ] )
n+

n=l
Solutie:

2n+1
n+l

n
Obsevam cd u, = ( j >0, Vn>1, deci avem o serie cu termeni pozitivi.

15



2.

Calculam limita A = lim# (2" + 1] — lim 2n+1 _

n—o n—swo pn41

Cum A>1, conform criteriului rddacinii, seria este divergenta.

6. Sa se arate ca seria ; (n -r: 1)! este convergenta i are suma 1.
Solutie:
u,= ~_>o0 (V) n >1=> serie cu termeni pozitivi
(n + 1)!
n+1
Calculam lim 2241 = {im (n+2) — lim " L. (n+1) = limn—-i_1 =0<1=>
noo oy oo N e (n + 2)! n o n(n + 2)
(n+1)

criteriului raportului ca seria este convergenta.

Pentru a calcula suma ei putem proceda in doud moduri:

1) folosind faptul ca Zl =e;

n>0 Ml
2) folosind sirul sumelor partiale.
n n+l1-1 n+1 1
1 = = — =
) ;(nﬂ)! ;(n+1)! ;(n+1)! ;(n+1)!
1 1 1
2 2y (e nj
2 __n :n+1—1:l_ 1
L s P R e
I 1 1
n=1,—=———
201 2
s 211
3r 20 3!
3 1 1
n = =
4 31 4
n=n,— _ 1L 1
’(n+1)' n! (n+l)'
s, =1- 1 S>1=Y " 1. Astfel suma seriei din enunt este 1.

16
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. . . n+2 . 1
7. S3 se arate ca seria este convergenta si are suma 5

i+ (n +1)+(n + 2)

2 n+2
Solutie: n+ _ _
olufie ;n![1+n+1+(n+1)(n+2)] ZZ; n2+n+n®+3n+2]

n+2 n+2 1
I n!in2+4n+4)_nz>1:n!(n+2)2 _;n!(n+2)

u, = 1 > 0 = o serie cu termeni pozitivi
n!(n + )
B
Caleulam: fim e — gy 023 o wlodd) o
ey no 1 e (n+1)(n +3)

n!(n+2)

Aplicand criteriul raportului rezulta ca seria este convergenta.

Pentru a calcula suma ei folosim faptul ca: Zl =e.
n>0 Ml

L __yontl _gne2ol s 1 g 1

Z‘ nn+2) Sm+2) S w+2) Sh+1) Sh+2)

1 1 1 1 1 1 1 L 1
e—|—+—||-|e—-| =+—+—||=—=—= Seriadin enunt are suma —.
o o 1 2 21 2 2

17



3. SERII DE DE PUTERI

3.1. Serii de puteri. Raza de convergenta

Definitia 3.1. Fie 4 o multime si (f,),»1 un sir de functii definite pe multimea A(f,: A—>R , n >1).

n
Perechea ((f,), »1, (Su). »1) unde S,,:Z f » se numeste serie de functii de termen general f, si se noteaza
k=1

Z f. s Z f s Z f, sau Z /., ; functia s, se numeste suma partiald de ordinul n a seriei date, iar sirul de

n=1 nx1 n

functii (s,),>1 se numeste sirul sumelor partiale.

Definitia 3.2. Se numeste serie de puteri o serie de func‘;iiz f, incare f,(x)=a,x" sau f,(x)=a,(x—a)",
n=0

xeR,cu a, € R;sirul (a,),., se numeste sirul coeficientilor seriei date.

O serie de puteri este deci o serie de forma

o0
2 n n
(1) ag +ayx+apx” +..+a,x" +..= D a,x
n=0
sau de forma

o0
2) ag +a1(x—a)+a2(x—a)2 tota,(x—a)" +..= Zan(x—xo)"
n=o
O serie de puteri de forma (2) se mai numeste serie de puteri centratd in punctul a.
Intrucat prin substitutia x —a =y, o seri de forma (2) se reducela ao+a,y+a y*+ ... +a,)" +
..., deci la o serie de forma (1), ne vom ocupa doar de seriile de forma (1) numite si serii de puteri centrate
in punctul zero.

Observatia 3.1. Seriile de puteri constituie o generalizare “naturald” a functiilor polinomiale.
o0
Definitia 3.3. Seria > a,x”" se numeste convergentd in punctul aeR, daci seria de numere reale
n=0
o0
> a,a” este convergentd. Punctul a se numeste punctul de convergentd pentru seria considerata.
n=0
o0
Definitia 3.4. Multimea punctelor de convergentd ale serii Y a,x" se numeste mulfimea de
n=0

convergentd a seriei.
Definitia 3.5. Pe multimea punctelor de convergenta se defineste o functie ce asociaza fiecarui punct de
convergentd limita sirului sumelor partiale in punctul respectiv. Aceasta functie, ce reprezinta functia limita
a sirului sumelor partiale, se numeste suma seriei.

o0 o0
Definitia 3.6. Seria > a,x" se numeste absolut convergentd in punctul a€R, daci seria Y.

n=0 n=0
este convergentd in punctul a.
Observatia 3.2. Dacd o serie de puteri este absolut convergenta in punctul a € R atunci ea este convergenta
in punctul a. Reciproca nu este adevarata.

o0
Definitia 3.7. Spunem cd seria Y a,x" este uniform convergenti pe multimea A catre functia
n=0

s(x) daca sirul sumelor partiale (s,), >0 este uniform convergent pe multimea A citre functia s, adica

n
a,x

dacd oricare ar fi ¢ >0 si Vxed, existi un numidr N(&) (care depinde deg), astfel ca
|Sn (x)—s(xl <& ,Vn>N(¢).

18



o0
Propozitia 3.1. Seria Y a,x" este uniform convergentd pe mulfimea A catre functia s(x)dacé oricare

n=0
ar fi ¢ > 0 si Vxed, exista un numdr N(&¢) (care depinde deg), astfel
an+1xn+l +an+2x"+2 +...+an+pxn+p <g ,Vn>N(&)si VpeN*.

Teorema 3.1. (Teorema lui Abel).

Pentru orice serie de puteri Z a,x",existd un numar R >0, finit sau infinit, astfel incat:
n=0
1. Seria este absolut convergenta pe intervalul (—R, R);
2. Pentru orice x astfel Incat | x [>R, seria este divergenta;
3. Seria este uniform convergentd pe intervalul [—r, 7], 0<r<R.

Definitia 3.8. Fie z a,x" o serie de puteri. Numarul R >0, finit sau infinit, care satisface conditiile:

n=0
i. Seria este absolut convergenta pe intervalul (R, R);

ca

ii. Pentru orice x astfel incat | x [>R, seria este divergentd se numeste raza de convergentd a seriei

date.

Observatia 3.3. Teorema lui Abel nu precizeazd natura seriei in punctele R si —R. Este posibil ca

seria sd fie convergentd in ambele puncte, doar in unul din ele, sau In nici unul.

Daca seria este absolut convergentad in unul din aceste puncte, ea este absolut convergentd si

in celdlalt punct, deoarece pentru ambele serii ZanR" si Zan (—R)", seria modulelor este

ZanR". Daca in unul din punctele —R, R seria este divergenta, in celdlalt punct seria nu este

absolut convergenta.

Pentru determinarea razei de convergentd a unei serii de puteri se folosesc in general urmatoarele

rezultate.

an+l

Teorema 3.2. Fie Zanx" o serie de puteri. Dacd existd lim| = A (finitd sau infinitd), atunci

n—>0
n=0 a,

% pentru 0 < A <+

R=1<0 pentru A=+

+o00 pentru A =0

Teorema 3.3. Fie z a,x" o serie de puteri. Daca exista lim %/ an| = A (finitd sau infinitd), atunci

n—>0
n=0

1
7 pentru 0 < A <400
R=1:0 pentru A =+o

+00 pentru A =0

Exemple:
o0
1. S se determine raza de convergentd si mulfimea de convergentd a seriei geometrice > x”

n=0
Cum a,= 1, VneN putem aplica oricare din cele doua teoreme precedente.
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. . | a 1 1
lim 4fla,| =1, lim| = | =1= R= = =1.
n—>0 n—>0 a limn a X a
! e VIl Jim|

n—0 a
n

In punctul x=1 seria este divergentd (s,(1)=n—o).

In punctul x =—1 seria numerica este: 1-1+1-1+1-1.....

Astfel se observa ca sirul termenilor seriei nu are limita deci nu converge la 0 i1 deci conditia necesard de
convergenta nu este indeplinitd. Seria este in acest punct divergenta.

Deci seria geometricd este convergentd pe multimea 4 = (-1, +1).

< . . . . - .. x x’ x"
2. Sa se determine raza de convergenta si multimea de convergenta a seriei : 1+T+_ +o+— .
n
1 1 1
Cum a,=—,n21 = R= = =1
n .
lim| &1 lim
n—o| ¢ n—o g 41
n
In punctul x=1 seria e divergenti (se obtine seria armonici) ;
In punctul x=-1 seria e convergentd (se obtine seria armonicad alternata).
Deci multimea de convergenta a seriei este intervalul [—1, +1).
< . . . . < .. 2x  3x7
3. Sd se determine raza de convergenta si mul{imea de convergenta a seriei : 1+T+ + ...
(n+1)x"
+
n
n+l 1
Cum a, = ,h>2l => R= = =1
n . (n+2)n
. |a 1
llIl'l n+l m 3
n—>0 a o (n + 1)
n
N . . < . . 3 n+l .
In punctul x =1 seria e divergentd (se obtine seria: 1+2+—+...+ +..., 0 serie pentru care
n
limita termenului general este 1 nu 0, deci nu este indeplinita conditia necesara de convergentd) ;

n+l1

A . . . . 3 n .
In punctul x=-1 seria e tot divergenta (se obtine seria 1-2 +E +...+ (— 1) +...0 serie pentru

care nu este indeplinitd conditia necesard de convergenta, céci termenul general nu tinde la 0, de fapt el nu
are limita).
Deci multimea de convergenta a seriei este intervalul (—1, +1).

0
4. Sa se determine raza de convergentd si multimea de convergenta a seriei : Y —x

=0 =R =+w.

1 . |a :
Cuma, = —, n>1 = lim—4 = lim
n! n>o| g n>op 41
n

Deci multimea de convergenta a seriei este R.
5. Sa se determine raza de convergenta si multimea de convergenta a seriei : Z n

. |a .
Cuma, = n!, n>1 = lim =lim(n+1) = +0=R =0.

n—>0 a n—>0
n

Deci multimea de convergenta a seriei este {0}.
3.2. Proprietiti importante ale seriilor de puteri
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Propozitia 3.2. Daca Zanx" este o serie de puteri avand raza de convergentd R, atunci functia limita
n=0
(suma) a acestei serii este continud pe intervalul (—R, +R).

Observatia 3.4. Propozitia nu precizeaza continuitatea sumei seriei in punctele —R si R.

Propozitia 3.3. Daca Zanx” este o serie de puteri avand raza de convergenta R §i suma s(x), atunci:
n=0

1) Seria derivatelor are aceeasi raza de convergenta R;
2) Functia s(x) este derivabild pe intervalul de convergentd si derivata sa este egald cu suma
seriei derivatelor.

In acest caz putem scrie: s'(x)=n-a,x"", sau (lim s,(x))’ = lims/ (x).
n—>0 n—o0

Teorema precedenta se numeste “teorema de derivare termen cu termen a seriilor de functii”

/
o0 o0 '
Prescurtat vom scrie: (Zanx") =Y (a,x")
n=0 n=0

Observatia 3.5. Conform acestei propozitii, putem deriva o serie de puteri termen cu termen si obtinem
o serie care are ca suma derivata sumei seriei initiale. Procesul poate continua cu derivatele de ordinul doi,
trei, etc. Putem generaliza rezultatul precedent.

Propozitia 3.4. Daca Z a,x" este o serie de puteri avand raza de convergenta R si suma s(x), atunci:
n=0
1) Seria derivatelor de ordinul # are raza de convergenta R.
2) Suma s(x) este derivabild de o infinitate de ori pe intervalul de convergentd si derivata sa
ordinul » este egald cu suma seriei derivatelor de ordinul #.

Exemple:
Considerand seria geometricd, 1 +x + x>+ ... +x" + ..., ce are pe multimea de convergenta
1 . . : 1 <
(-1, 1) suma s(x) =1—, adicd pornind de larelatia 1 +x +x* + ... +x" + ... =1—, deducem ca au
—X —X

loc relatiile urmatoare:
1

(1-x)

i) 1-2 + 3-2x+4 33+ ... +nn—1x"? + ..=s"(x) =

D1+2x+3x7+ ...+ +.. =5(x)=

1-2

(1-x)

Astfel, dand diverse valori lui x putem obtine rezultate precum:
1

1+2- l+3 — +4- i}+ An—
3 3 3 3"

+... :% (se obtine din prima relatie pentru x = % ).

Altfel scris rezultatul precedent afirmi ca: hm(l +2- %+ 3. 3i +4. :% +ot(n+ 1)3%} = % .

n—»00

3.3. Serii Taylor si Mac-Laurin

Fie f:[a,b] >R satisficand urmatoarele doud conditii:

i. Functia f'si derivatele sale fk) , k=1,2,....,n sunt continue pe intervalul [a,b];
ii. Exista /" pe intervalul (a,b).

In aceste condi‘;ii existda un punct & € (a,b) astfel ca

Fb)= f(a)+ @ (O

este un numar natural nenul arb1trar.

_ g\n—ptl
) CO e + OO 0 @y 5 %ﬂ”ﬂ)@, unde p
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n—p+l1
Notand R, = (b — a)l’ (:';5) . f(n+1)(§) , obtinem:

£ = 1@ +bl‘,“ Fia)+

(b)

(b_z'a)2 fn( )+ —_

f(n)( )+R (*)

Definitia 3.9. Egalitatea precedentd se numeste formula lui Taylor de ordinul n in a, iar R, se numeste
restul de ordinul n al formulei lui Taylor.
Pentru p =n+1 si pentru p=1 obtinem:
B (b _ a)n+1

R = £ (E) | respectiv R, = wf("“)(f).

(n+1)! n!
Definitia 3.10. R, obtinut pentru p = n+1 se numeste restul Lagrange de ordinul n al formulei lui Taylor; iar
R, obtinut pentru p=1 se numeste restul Cauchy de ordinul n al formulei lui Taylor.

Daca in egalitatea (*) inlocuim pe b cu xe(a,b) obtinem formula lui Taylor de ordinul n
corespunzatoare functiei f in punctul a, sau dezvoltarea functiei f'cu formula lui Taylor in punctul a:

0= 1@+ @ Y e OO g o).
Resturile Lagrange si Cauchy deVin.

S (), respectiv R, (x)= FU©E), Ee(a,x)

R =
/()= (n+1)! n!
Pentru a =0 obtinem forrnula lui Mac- Laurin cu restul Lagrange:

f()= f(0)+ f'(0)+ f"(0)+ 4+ f(")(O) o )f(”“)(f) c<(0,x),

sau cu restul Cauchy:
S = f(0)+ f(0)+ f O)+..+4— f(")(O)er(x 34 1), ¢ €(0,x).

Observatia 3.6. Daca in formula lui Taylor de ordinul » corespunzatoare functiei f in punctul a

neglijam restul R, (x) obtinem aproximarea functiei f printr-un polinom de grad n (polinomul lui

Taylor de grad n): f(x)zf(a)+%f'(a) (x ) f(a)+.. +(x a)

sup (R, (x)).

xela,b]

f"(a) cu eroarea cel mult:

Definitia 3.11. Fie f: />R o functie care admite derivate de orice ordin in punctul a€l.
Seria de puteri f(a)+>—2 f'(a)+ (x=a) a) (@) +.. 4 (x= a)” f"(a)+... se numeste seria Taylor a functiei f in

punctul a.

2 n
Pentru a = 0 se obtine seria Mac-Laurin a funcfiei f. f (0)4-E f (0)+x— A al f"(0)+...
1! 2! n!

Termenul general al sirului sumelor partiale ale seriei Taylor corespunzatoare functiei f'in punctul a,

50 f(@)+ =% pray+ O )f"( ot EEO

Din formula lui Taylor se observa ca f{x)= sn(x)+R,,(x).

f"(a),neN , coincide cu polinomul Taylor de grad .
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Propozitia 3.3. Daca f: [>R este o functie care admite derivate de orice ordin in punctul a€/ , R,(x) este

D" o ()

restul din formula Taylor a functiei fin a si X={x €l / hmR L(x)=0} atunci seria Z(
n=0

. . . . S(x—a)" L,
este convergenta pe X si are suma f{x). Simbolic scriem f(x)=z% f ¢ )(x) ,xeX.
n=0 n.

Definitia 3.12.  Egalitatea f(x)= f(a)+ f() (x=a) ) —— f"(a)+.. +( ) f"(a)+..., xeX, se

numeste formula de dezvoltare in serie Taylor a funcﬂez fin ]urul punctului a.

Teorema 3.4. Fie f: >R o functie care admite derivate de orice ordin Intr-o vecindtate } a punctului a€/.

Daci derivatele £, neN sunt egal mérginite in ¥, adici exista un numar M>0 astfel incit ‘ fo (x)‘ <M,
V¥ neN, xeV atunci seria Taylor a functiei / in punctul a este convergentd pe V citre functia /', deci:

1@ =f@+*= rae i )f‘()+ POl )f(a)+ Vrel.

Observatia 3.6. In conditiile teoremei precedente pentru a=0¢€l, ob‘;inem‘

Sx)= f(0)+ f(0)+ " (0)+-. +—f 0)+..., VxeV,

deci seria Mac-Laurin este convergenta pe Vcatre f.

Exemplu:
Fie functia /: R—R, f{ix) =e* . Aceasta functie este admite derivate de orice ordin " (x) =e”.

< e’ =M, daci xe(-kk).

Astfel ele sunt egal marginite Intr-o vecinatate (-k,k) a lui zero.
Aplicand teorema precedentd putem afirma ca pe intervalul (-k,k) seria Mac-Laurin a functiei f este
convergenta catre f-

Cum 1= £(0)= f'(0)= f"(0) = £ (0) =...rezultd ci avem:

Acestea verifica relatia: ‘ e’

. x x° x" e x”
e =1+F+—+...+—'+... sau prescurtat € = ) —

2' n. n=0 n'
Cum £ este arbitrar ales 1n R, egalitatile precedente au loc Vx e (-00,+).
Observatia 3.6. Obtinem de aici un rezultat remarcabil din analiza matematica:
2 n
b

. X X
Yo lim|{ 1+ +— 4.+ |
N—>00 n 2 n!

Pentru diverse valori ale lui x gdsim limitele unor siruri importante. De exemplu gasim:

. I 1 1
e=lim|1+—+—+...+— |, pentru x =1;
o2 n!

n—»0
2 27’1

) .
e"=lim|l+—+—+...+— |, pentru x =2;

n—oo o2 n!

. 1 1 1 -1)
—= lim 1——+———...+u , pentru x = —1, etc..
€ n—ox o2 3 n!

3.4. Probleme rezolvate
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1. Determinati raza de convergentd si mulfimea de convergenta pentru fiecare din seriile:

a) S(-1)@n+1px, b YL () ¢) Z 1)

n>1 el N+ 1 n>1 n + 1 h’l x + 1)
d) Z x+3 i( j
n>1 n’ =1
Solutie:
a) a,=(-1)'(2n+1)
i la| lim|(—1)“*‘(2(n +1)+1)] cAn4llne3 o 1
e a, | (<) @a+1) | e 4n® +4n+]

Seria este absolut convergentd pe (-11).
Fie x =—1=> seria este z 2n+1) ( 1) =z (2n+1)2.

nx1 nx1
Deoarece limita termenului general este: lim(2n2 + 1) =0 # 0 = seria este divergenti.
n—>0
Dacd x=1= seriaeste > (-1)'(2n+1) 1" = (-1)' (2n+1)*.

=1 nx1
Astfel u, = (~1)' (2n+1).

U,, — oo iar u,, ., P sirul n-are limitd. Rezulta ca seria este divergenta in x=1.
k—o

Multimea de convergenti a seriei de la punctul a) este (= 1,1) .

n+1
b) a, = " = lim|— =i 1(n+2)2n+1 = (n+1)2 l:R—2:
" (n1)2" e a, | e m == 2n(n+2) 2
(n+1)-2"

Fie x=—2= Y " (_—2jn=z_:(—1)" =, = (1) =

sn+l1\ 2

Nu putem aplica Leibniz caci

—>1%0;
n+1me

Dar u,, = 1; u,,,, ——1= sirul (u,) n-are limita 0, rezultd seria este divergenta.
k—o k—o

n

. n (2Y n n
Fie x=2= —| = Z =u, = — 1# 0= serie divergenta.
‘= n+12 sin+l n+1no

Deci multimea de convergenti este (—2,2).

c) z (x+1)

& (n+1)In*( n+1)

}’l

1
Nota 1=
orm yj;(n+l)ln (n+1)
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(n+2) ln n+2‘

an+1

=lim

a n—o

= li
S ) (1)

(n+1)In*(n+1) ‘

(n+1)In*(n+1) _ pontl -lim(Mj _

e (n + 2)ln2(n + 2) noop 42 o ln(n + 2)

n+1 n+2

~fim| D L “l-1=1=R=1=
oo In(n+2)] =en+2  In(n+2)

Seria in y este absolut convergentd pe (—1,1)= ye(-11) < (x+1)e(-1,]) = x € (~2,0).
Seria din enunt este absolut convergenta pe (- 2,0).

d) ZM-

2
nxl n

1
Notam x+3:y:>2—2y”.

nx1

Seria in y este absolut convergenti pe (—1,1) < x+3e(-11) = x e(-1,-2).
Seria din enunt este absolut convergenta pe (—4,-2).

e) g(uijnz(x—l)" :

o 1 n’
Notim x—lzy:Z(l+—] Syt
n

n=1

=(1+l) ; limz%/la
n n—>00

1

1" ' 1Y
=lim# (1+—) =lim(1+—) =1im(1+—j —e=
n—»o n n—o n N0 n
=>R=—=
e

Seriain in y este absolut convergenta pe:
11 11 11 1 1
——|=>ye|l——|&ox-le|———|xe|l-—1+—|
e e e e e e e e

L 1
Seria din enunt este absolut convergenta pe (1 ——1+ —] .
e e

2

n

2. Sise dezvolte in serie Taylor in jurul lui x=2 functia f : (0,00) > R f(x)=Inx.

Solutie:
Functia data este infinit derivabila. Calculam derivatele ei de diverse ordine.
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f(¥)=-=
X

ri-3

)=

(n—1)

n

X

Demonstram prin inductie matematica ca f (")(x) =(-1y"!

I. Etapa vereificarii (a fost practic facutd) n=1= f ( ) ( ) )IC(A)

(_ 1)k+1 (k 1)

I1. Presupunem P(k) adeviratd: f)(x)=

si demonstram ci P(k +1) este adevarata , P(k+1): f “)(x) =(-1)"* %

=l = ES < ) -
1

X

= () k=) = () e = D= = (1) P =

= P(k)—> Pk +1),
dec1 P(n) este adevarata (v) n>1 natural.

/(x)= () S @Nx=2)+ f(2)(x 2f + f(2)(x 2) +

2 3 4 n
mx=ln2+X-2_1[x=2) 1fx=2} 1fx=2 +---+(—1)”+ll x=2)
2 20 2 30 2 4\ 2 n\ 2

3. Sise dezvolte in serie Mac-Laurin functia f:R\{l}—> R f(x)=

Solutie: Calculam mai intai derivatele acestei functii.

I ——
SW=- "y

f(n)(x) = (_ 1)” (x _nll)nn

Demonstram prin inductie matematica ca formula intuitd este corecta.
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I. Etapa verificarii n=1= f'(x)=— 1 (4)

II. Etapa implicatiei.
Presupunem P(k) adevaratd, P(k): f¥(x)=(-1) i

(x _ 1)k+l

Demonstram ca P(k +1) este adevarat, P(k +1): (k +1)(k) = (=1

P00 < (g = )
H(-

k _ 1)k+l
= (1 k= (1) (1) = ) (e 1) =
a (k+1)
o e e
Deci este adevidrati si P(k+1)= P(k)—> P(k+1)= P(n) adevarata (V)r>1, numar

natural. Aplicam formula de dezvoltare in serie Mac-Laurin:
F6)= 7O+ £ Ot £ OW 42 70+
. . n.
1 1 1 1 (2 1 . on
f(x):x— = —1+—-(——jx+5-(_—ljx2 +-~-+5(—1) oy X" 4=

2 3
=—l-x-x"—-x —-~—x"—~-=—2x”

m=1

(k+1)
(k _ 1)k+2

Care este multimea de convergente pentru aceasta serie?

n—>0

a, _1:»11m(“ j 1:»1%_%:»( 1)
a

Daca x=1= seria Zl” = divergenta.

n>0

Daca x=-1=> seria Z(— 1)' = divergenti = Seria este convergenti pe (-1L1).

n=0

4. Sa se dezvolte in serie Taylor In jurul punctului x=2 functia f (x) e

Solutie:

Functia f este indefinit derivabila pe tot domeniul de definitie (R). Calculim derivatele
fx)=e"'= f(2)=¢
S (x)=e""= f(2)=¢

fx)=e" = f(x)=e’. =

= f(5)= )43 £ N2 2 (DN 2f 40 f @2 e e -2) o
etl=¢’ +%e3(x—2)+%f3(x—2)2 +%‘93(x—2)3 +-~-+ie3(x—2)" +

o 1 1 1
e’ =e (1+1—!(x—2)+2'(x 2) + x'(x 2) + ]

3
< - . e "
Calculam raza de convergenta pentru seria Z—(x — 2)

n=0 -
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3
Facem substitutia x —2=y= Ze—' V.

3
. |a
a, =— = lim|—"*1
nl o g
n
Seria 1n y este

= lim

n=>0

30

A= e3(n + l)!

convergentd pe

<:>x—26(—oo,oo)<:>xe(—oo,oo).

5. Dezvoltati in serie Taylor in jurul lui x=4 functia f (x) =

— " 0= R=ow.

(~oo40). Astfel seria in x este convergentd

1

_ R\3L,2 R.
x2=3x+2 ! {’}_>

Solutie: Pentru a calcula derivatele lui o vom descompunem 1n fractii simple.

1

A B

= +

LAy ey oy s R
A+B=0
-24A-B=1

= A(x-2)+B(x-1)=1=

~A4=1= 4=-1,B=1 |=
= f(x)

Intr-un exercitiu precedent am demonstrat ca (

1
x—2

1

x—1

x-—1

() y
Analog [x—2j =(- 1)"m,deci obtinem:
, 1Y (1) 1 1
f(x)—[x_zj _(x—lj R +(x—1)2

1

+_

o

n!{(_ Vo

1y

) 2n+1

. (_ 1)n+l

! 1{_L+i}( _4)+% 2_2}’2;_4)2+--~+

- = 34—
X =3x+2 6 1
1

—(=1y"- n }(x—4)” +---=é+{—2—12+3i2}(x—4)+[%—3—£J(x—4)2 4ot

2n+1 3n+1
x_4<1<:> —1<x_ <l -2
-4 -4
al <1<:>—1<x <l -3<

}(x—4)n +...:% (_l)n(x;4j” +%Z(—1)"”(x;4jn

<x—-4<?2 2<x<6

x—4<3 = 1<x<7

Astfel dezvoltarea este valabila pentru x (2,6).
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4. SPATIUL R”.SIRURI iN R"

4.1. Spatiul n-dimensional R"
Definitia 4.1. Multimea R" este multimea formata din toate sistemele ordonate de n numere reale

(x,,%,,00,%, ). R" = {x=(x1,x2,...,xn)/xl. eR,izl,_n} sau R" =RxRx..xR.

Definim pe R" operaia de adunare astfel: daci x =(x,,%,,..,x,)si y=(¥,,7,..., v, )sunt doua
elemente arbitrare din R", atunci suma lor este x+ y = (x1 T VX, t VX, TV, )
Se observa ca adunarea este o operatie internd pe R" ce are urmatoarele proprietati:

l. x+y=y+x ,(V)x, y € R" (comutativitate)

2. (x + y)+ z=Xx+ (y + z) (‘v’)x, v,z € R" (asociativitate)

3. 30= (0,0,...,O) € R"astfel incat x+0=0+x (‘v’)x € R" (exista element neutru)

4. (‘v’)x eR", x= (x1 ,xz,...,xn) 3 —x= (— X;y=Xy X, ) eR"alx+ (— x) = (— x)+ x=0.
Astfel (R” ,+) este grup comutativ.

Considerdm corpul numerelor reale R si multimea R" si definim o operatia algebrica externa,

numitd inmulfirea cu scalari (numere reale) a elementelor din R", astfel: (‘v’)/i eR i
(V)x = (xl,xz,..,xn ) e R", atunci Ax = (ﬂxl,/lxz,...,/ixn ) eR".

Sunt adevarate proprietatile:

1. Ax+y)=Ax+ Ay, (V)x,yeR", (V)L eR
2. (/1+,u)x=ix+,ux,(‘v’)xeR”,(‘v’)/%,,ueR
3. ﬂ(,wc) = (/1,u)x, (V)x €R", (V)/l,,u €ER

4. 1x=x,(v)xeR".
Astfel R" este un spatiu vectorial fata de cele doua operatii. Elementele sale se mai numesc vectori.

Definitia 4.2. Fie x =(x1,x2,...,xn) st y= (yl,yz,...,yn) doi vectori din R" se numeste produsul

scalar al vectorilor x si y numdrul real,notat <x, y> , dat de <x, y> =XV, tXY, totXx,y,.

Propozitia 4.1. Produsul scalar definit anterior satisface relatiile:

L (xx)20,(V)reR", (x,x)=0c x=0
2. (x,y)={(y.x),(¥V)r,yeR"
3. (xy+z)={xy)+(x,2),(V)x,y,z€ R"
4. (x,y)=AMxy),(V)x,yeR",(V)1eR.
Observatia 4.1. R" inzestrat cu produsul scalar definit anterior este un spatiu euclidian.
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Definitia 4.3. Fiex € R" ,definim ||x|| = \/ X + X3 +...+x. . Acest numir real poarta numele de norma lui

X .

Propozitia 4.2. Norma definitd anterior are proprietitile urmatoare:

L [ =0, (v)xer",

x||=0<:>x=0

2. A =2, (W)2 e R, (V)x e R

,(V)x,y e R".

3 fxe <o+l
Observatia 4.2. Deoarece orice spatiu vectorial pe care s-a definit o norma poartd numele de spatiu

vectorial normat, deducem ca R"este un spatiu vectorial normat. Norma definita anterior nu este singura

, sunt alte norme pe R";

norma ce se poate defini pe R”. Astfel, x||w = r_n%x(|x,. ), respectiv ||x||1 = i|xi
= i=l

ele verifica relatiile din propozitia anterioara.

Definitia 4.4. Aplicatia d:R"xR" > R, d(x,y): ||x—y|| = i(xk -y, )2 , se numeste distantd
k=1

(metrica) pe R" . Ea mai poarta denumirea de distanta euclidiana.

Propozitia 4.3. Distanta definita anterior are proprietitile urmitoare:
1. d(x,y)>0,(V)x,yeR",d(x,y)=0=x=y
2. d(x,y)=d(y,x),(¥)x,y e R"
3. d(x,z)<d(x,y)+d(y,z),(V)x,y,z € R"

Pentru n=1,n=2,n=3 regasim formulele de calcul pentru distanta dintre doud puncte de pe o

2sau3

), dintr-un plan sau din spatiu | d (x, y) = \/ > (xi -V )2

i=l

dreapta (d(x,y) = |x -y

Observatia 4.3. R"inzestrat cu distanta anterioara este un spatiu metric.
Observatia 4.4. Se pot defini si alte distante pe R" (fiecare norma poate introduce o distanta).

), este tot o distanta pe R" si

Astfel aplicatia d_: R"xR" > R_, d (x,y) = ||x—y||w = rg%xdx, -,

se numeste distanta Cebisev (denumita si distanta pe tabla de sah, aceasta reprezentind numarul minim de

mutari pe care trebuie s le execute regele pentru a se deplasa de la o pozitite la alta pe o tabla de sah).

, este si ea o distanta pe R" si se

Aplicatia d,: R"xR" >R, , d,(x,)=|x=»], = >|x, -,
i=1

numeste distanta Manhattan (denumita si distanta taxiului, caci in cazul n=2 ea reprezinta distanta parcursa

de un taxi pentru a se deplasa Intre doud locatii din cartierul Manhattan, in care strazile sunt perpendiculare

intre ele).
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Exemple:
1. Fie x=(1;3;-6;0) si y=(-2;0;10;4) doud elemente din R*. Si se determine normele
lor precum si |x+ y| si sa se verifice ca are loc inegalitatea |x + y| < ||x||+|y] . Sa se afle apoi distanta

euclidiana dintre acestea.

Solutie:

¥ =v1+9536 =46 , |y = V4+100+16 =120,
x+y=(-1;344), deci [x+ )| =+1+9+16+16 =42

In mod evident are loc inegalitatea: |x+ 3| <[ +|] (/42 </46 +4/120)

d(x,y)=v9+9+256+16 =/290 .
2. Fie x=(1;3;a) si y=(1-a;2;-4) doud elemente din R*. Si se determine « € R astfel

incat distanta dintre acestea sa fie minima si cat este aceasta distanta.

d(x,y)=+a* +1+(a+4) =v2a*> +8a+17 .

Distanta este minima daca expresia de sub radical este minima, deci avem de determinat
minimul unei functiide gradul 2.

min(Za2 +8a +17)=__8A =7—82 =9; mind(x,y)=3; ea se obtine cand a =—%= -2.

Definitia 4.5. Fie /,,1,,...,/, n intervale pe dreapta reald. Se numeste interval n-dimensional produsul
cartrezian [ =1, x [, x..x I = {(xl,xz,...,xn)/xl. el, (‘v’)i € {1,..,.n}}.
Observatia 4.5.

e Daca toate intervalele /,/,,...,/, sunt inchise (deschise), I se numeste interval inchis (deschis).

n

e Daca toate intervalele /,,/,,...,/, sunt marginite, I se numeste interval marginit.

n

e Daca cel putin unul dintre intervalele [/,,/,,...,/, este nemarginit, I se numeste interval
nemarginit.

In cele ce urmeaza prin interval n-dimensional vom intelege un interval n-dimensional deschis si marginit,

afard de cazul cand se va specifica in mod expres altceva.

Exemple:

Consideram cazul plan (n=2) si cel al spatiului tridimensional (n=3).

Intervalul 7 =[-2,1]x[0,4] este un interval inchis si marginit; intervalul 7 =(-1,9)x(1,4) este un
interval deschis si marginit; intervalul [2,+0)x(0,4) este un interval nemarginit.

Intervalul 7 =[2,10]x[0.8]x[-10,2] este un interval 1inchis si marginit; intervalul
I=(1,9)x(~3,4)x(~2,2) este un interval deschis si marginit; intervalul [5,10)x(0,+o0)x[-5,5] este un

interval nemarginit.
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Definitia 4.6. Se numeste vecindtate a unui punct a € R", orice multime care contine un interval n-

dimensional ce contine a. O vecinatate a lui a se noteaza cu V.

Exemple:
V =[-2,4]x[2,5] reprezinti o vecinatate a lui a =(0,3) € R?, deoarece a € (~1,1)x(2.4)cV .
11 11 . el . 5
V=|-—,—|x| ——,—|, n21, reprezinta vecinatati ale lui (0,0)ER .
non non
1 1 1 1 . e . 2
V=|1-—]1+—|x|2-—2+—|, n>1, reprezintd vecinatati ale lui (1,2)6 R”.
n n n n

Definitia 4.7. Spunem ca punctul a € R" este punct interior multimii 4  R", daca existd o vecinatate V

a lui a inclusd in A4, adicad daca este ea insasi o vecinatate a lui a. Multimea punctelor interioare ale unei

0 0
multimi 4 formeaza interiorul multimii 4 si se noteaza cu 4. Evident 4 C 4.

Definitia 4.8. Se numeste mulfime deschisa o multime formata doar din puncte interioare.

0 0
Dacd A < A, atunci A= A, deci A este o multime deschisa.

Exemple:

Daci V =[-2,4]x[2,5], atunci V= (-2,4)x(~2.,4).
V:(—l,l)xt—l,l} n=>1, atunci &:[—l,ljx(—l,lj:V, adicd V este o multime

deschisa

v =[2,7]x[-1,3), atunci , I3 =(~2,7)x(~1,3)#V, deci ¥ nu reprezinta o multime deschisa.

Definitia 4.9. Spunem ca punctul a € R" este exterior multimii 4 daca este interior complementarei lui 4,
adica daca exista o vecinatate V a lui a astfel incat a e V < CA4.

Definitia 4.10. Spunem ca punctul a € R" este punct aderent multimii 4 daca orice vecinétate V a lui a
contine cel putin un punct din 4, adicd V' N A # & . Multimea punctelor aderente lui 4 se noteaza cu A si

se numeste inchiderea lui 4. Evident 4 A.

Definitia 4.11. Spunem ca multimea A este inchisa daca 1si contine toate punctele aderente, adica daca

AcA(d=4).

Exemple:

Daci V =[-3,5|x[1,6], atunci V" =[-3,5]x[1,6]=V, deci V este o multime inchisa.
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Vz(—l,ljx(—l,lj, n=>1, atunci Vz[—l,l}x[—l,l}tV, adicad ¥ nu este o multime
non nn

inchisa

V =[2,7]x[-1.3), atunci , ¥ =[-2,7]x[-1,3]# V', deci ¥ nu este 0 multime inchisa.

Definitia 4.12. Spunem ca punctul a € R" este punct froniera al multimii 4 dacd orice vecinitate a sa
contine si puncte din 4 si puncte din complementara lui 4 (este aderent si lui 4 si complementarei lui A).
Multimea punctelor frontiera ale mulimii 4 se noteazd cu 04 sau F V(A)si se numeste frontiera multimii

A.

Definitia 4.13. Spunem ca punctul a € R" este punct de acumulare al mul{imii 4 daca orice vecinatate V a

lui a contine cel putin un punct al multimii 4, diferit de a.

Definitia 4.14. Spunem ca punctul a € R" este punct izolat al multimii 4 daca existd o vecinatate V a lui a
astfel incat V' N 4 = {a}.

Definitia 4.15. Multimea A este marginita daca existd un numar real, pozitiv, r, astfel Incéat

||x|| <r,VxeA.

Definitia 4.16. O multime inchisd si marginita din R" se numeste multime compacta.

Exemple:

Fie 4= {(x,y)e R*/x*+y?<9,ye (O,w)}u {(8.8)}.

Punctul B(l, \/E ), B’(— 1,\/§ ) sunt puncte interioare si de acumulare pentru 4. C(— 3,0) este punct
de acumulare pentru 4 ce nu apartine lui A4, si este si punct frontiera. D(\/Z , J5 ) este punct frontiera si

punct de acumulare pentru 4. £ (8,8) este un punct izolat al multimii 4. F' (l,l) este punct interior lui 4.

4.2.Siruri de puncte in R"

Definitia 4.17. O functie f: N — R" definita pe multimea N a numerelor naturale cu valori in R", se

numeste sir de puncte din spatiul R". Notatia folositd ese cea obisnuita (xk ) ren » SAU mai simplu (x f ) .

Definitia 4.18. Un punct a € R" este limita unui sir (xk) de puncte din R", daca in afara oricarei
vecindtati a lui a se afla cel mult un numar finit de termeni ai sirului.

Notatii folosite pentru a desemna un sir : X, ——=—>a, X, —>a,sau limx, =a.
k

—>0
Definitia riméane valabila si dacd a € R”
Observatia 3.6. Un punct a € R" este limita unui sir (xk ) de puncte din R", daca (‘v’)g »0, existd un rang

ce depinde de ¢, N(e), astfel incat (V)k > N(e) sa avem”xk - a” <€.
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Observatia 4.7. limx, =a < lim”xk - a” =0.
k—o k—0

ose . . e e A n . .
Definitia 4.19. Sirurile care au limitd in R™ se numesc siruri convergente.

e v u o 0 . . ine. . i si
Toate proprietatile sirurilor convergente de numere, in care nu intervine relatia de ordine, se pastreaza si
pentru sirurile convergente de puncte din R".

Propozitia 4.4. Sirurile convergente din R" au urmatoarele propietati:

1. Limita unui sir convergent este unica.

2. Daca (ak) este un sir de numere convergent la zero si ||xk - a” <a,,atunci x, > a.
3. Daca x, — a, atunci ||xk || - ||a||
4. Orice sir convergent din R" este marginit, adicd existd un numar M astfel ca ||xk|| <M ,(‘v’)k eN(a

< . . on C . . . .
spune cd un sir de puncte din R" este marginit , revine la a spune ca sirul format cu normele termenilor
este marginit.

Observatia 4.8. Daca ||xk||—>||a , nu rezultd cad sirul (xk) este convergent. Dacd 1Insd

|x,] >0=x, >o0.

Propozitia 4.5. (Operatii cu siruri convergente din R").
Daca x, - asi y, — b, atunci:
X, +y, >a+b;
Xy, > ab;

daca y, ¢O,b¢0:>x—k—>£;
Vi b

dacd o, > a, a,a, €sR=a,x, >oa.
Definitia 4.20. Un sir (x k) de puncte din R" este un sir fundamental(sau sir Cauchy) daca oricare ar fi &

»0, exista un rang ce depinde de &, notat N (5), astfel incat oricare ar fi m, p 2 N (5) sd avem mam —-a pm

<E.
Propozitia 4.6. Un sir (xk) de puncte din R" are limita a € R", dacd §i numai daca, pentru fiecare
i =12,...,n, sirul coordonatelor (xl.k )keN are limita pr.a .

Propozitia ramane valabila si In cazul In care a € R"

Observatia 4.9._}im X, =a, dacd si numai daca, (V)8>O, existd un rang ce depinde de &, notat N (8),

pars
astfel incat (V )k > N(¢g) sa avem|xik - ai| <g,oricarear fii=12,..,n.

Criteriul lui Cauchy Un sir de puncte din R" este convergent daca si numai daca este sir fundamental.
Propozitia 4.7. Un sir (xk) de puncte din R" este convergent catre a € R", daca si numai daca, pentru

fiecare i =1,2,...,n, sirul coordonatelor (xl.k) este convergent catre pr.a .
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Proprietiti importante

1.Orice subsir al unui gir convergent este convergent si are aceeasi limita.

2.Schimband ordinea termenilor unui sir convergent se obtine tot un sir convergent, care are aceeasi limita.
3.Adaugand sau elimindnd un numar finit de termeni la un sir convergent se obtine tot un sir convergent, cu

aceeasi limita.

4.Orice sir marginit de puncte din R” contine un subsir convergent (lema lui Cesaro).

Definitia 4.21. Un spatiu metric in care fiecare sir fundamental este convergent se numeste spatiu complet.
Definitia 4.22. Un spatiu normat complet se numeste spatiu Banach.

Observatia 4.10. Spatiul normat R" este complet, deci este un spatiu Banach.

Definitia 4.23. Un spatiu Banach 1n care norma se poate deduce dintr-un produs scalar se numeste spatiu

Hilbert.

Observatia 4.11. Spatiul R", cu norma uzuala este un spatiu Hilbert. R" este de asemenea spatiu Banach

n
si pentru normele ||x||l = Z|xi

i=1

2

x”m = sup|xl.| . Aceste norme nu se pot deduce dintr-un produs scalar.
1<i<n

Deci in raport cu acestea R" nu este spatiu Hilbert.

Exemple:

1. Sa se studieze convergenta urmatoarelor siruri din R*, date prin expresiile termenilor generali.

2n+3 n*-5n+6
X = ) > )
n—1 2n° +1

(2n+3  n*-5n+6 Y
I U Gar)ant3)) T

2n' +1 n
z, = ) n>1
Sn—1 2n"+1

2n+3 . n*—5n+6
n—w 2’ 1ar pr2xn = 2 n—ow
n—1 2n° +1

Cum prx, =

%, atunci x, 7(2, %) , deci

: A 2
(xn )n22 este un sir convergent in R”.

Cum pry, =

n—o

M—)0 iar pr,y, = n"=5n+6 1 atunci y, ——> !
A T T & ’

deci (y,),., este un sir convergent in R”.

2n' +1

5 1 T)O , atunci z, T)(OO, 0), deci
n —_—

Cum prz, =

—)n_m o0, 1ar pr,z, =

n
2n’ +1

(z, )n22 nu este un sir convergent in R>.
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2. Sa se studieze convergenta sirului (xn )nZl din R*, cu termenul general:

E2n+3J”*5 n’ 2+3"
X = R s ,n>1.
"\ 2n-1) T(@n+1)n+3) 2" -5.3"

Analog ca in cazul precedent studiem convergenta sirurilor de numere reale (prx, )n21 ,i=13.

n+5 n+5 n+5 -l 4 -(n+5)
. . (2n+3 . 2n+3 ) 4 ) 4 4 201
lim pr,x, = lim =lim| 1+ -1| =lim| 1+ =lim| 1+ =
n—»ow n—o 21’1—1 n—»ow 27’1—1 n—w 27’1—1 n—w 27’1—1
lim 4(n+5)
— en»oo 2n-1 — e2 .
5 3" 2 +1
px =" L dimprx =lim—2"3 i3 .
P 2n+1)n+3) "7 27 we P SN0 s,

1 1 . ) .
Astfel x, T{ez = —gj , deci este un sir convergent din R’ .

36



5. FUNCTII DE MAI MULTE VARIABILE

5.1.Functii vectoriale si reale

Definitia 5.1. Fie 4 o multime din R". O functie f : A - R™ se numeste functie vectoriala de o
variabild vectoriala.

Argumentul functiei f'este un vector din R", iar valorile functiei sunt, de asemenea, vectori.

Deoarece o variabila vectoriald x € R" este echivalentd cu n variabile reale x,,X,,...,X, (care sunt

componentele lui x, sau coordonatele Iui x in raport cu baza canonicd a lui R"), se mai spune ca f este o

functie vectoriald de n variabile reale.

Valorile functiei se noteazi cu f(x)sau f(x,,%,,...,x, ).

In cazul in care m =1 se spune ci f este o functie reald de o variabila vectoriala, sau de n variabile

reale. Functiile reale de o variabila vectoriald se mai numesc functii scalare pe 4, sau campuri scalare pe 4.

Graficul unei functii reale de n variabile reale, f : 4 — R", este format din toate punctele din spatiul
R™! de forma (xl,xz,...,xn, (xl,xz,...,xn )) cu (xl,xz,...,xn)e A.

Fiind datd o functie vectorialdi f: A4 — R™, putem obtine m functii reale definite pe A4, prin
compunerea lui f cu functiile proiectie: f, = pryo f, f, = pr,o f,..., f,, = pr,, o f . Pentru orice x € 4
notam £, (x) = pri (f ()} £, (x) = pry (f (). £, (6) = pr,, (f(x)) Deci fx)= (£, (), £ () £, (5),
sau mai simplu scris £ = (£, fyreeer £, )

Functiile f,, f,,..., f,,, sunt functii reale si poartd numele de componentele reale ale functiei

vectoriale f. Reciproc m functii reale definite pe aceeasi multime A pot fi considerate totdeauna ca fiind
componentele reale ale unei functii vectoriale.

Tinand seama de consideratiile precedente putem reduce totdeauna studiul unei functii vectoriale la
studiul mai multor functii reale.

Vom studia in continuare functiile reale de mai multe variabile reale si vom considera pentru inceput
cazul n =2, adica functiile reale de doua variabile reale, urmand ca pe parcurs sa generalizam notiunile pe

care le vom studia, extinzandu-le la cazul a n variabile reale.

5.2. Functii reale de doua variabile. Limita si continuitate

Definitia 5.2. Fie f:4C R — Ro functie de doua variabile si x, = (a,b) punct de acumulare
pentru 4. Spunem ci [ € R este limita funcfiei f in punctul (a,b) daca pentru orice &>0, existd (& )>0 astfel
incat oricare ar fi (x,y)# (a,b)cu proprietatea |(x, ) — (a,b)| <5(¢), (x,») € 4, sd avem | f(x,y) -1 <&.

Echivalent spunem ca / € R este limita functiei /in punctul (a,b) dac pentru orice &0, exista 5(¢)
»0 astfel incat oricare ar fi (x,y)# (a,b)cu proprictatea |x—d| «5(¢)si [y —b| <5(), (x,y)€ 4, sa avem

|f(x,y)—l|<8.
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O altd formulare echivalenta se poate da cu ajutorul sirurilor convergente: spunem ca / € R este limita

functiei f in punctul (a,b) dacd pentru orice sir de puncte din A, {(xn, y, )}neN, convergent catre (a,b), cu

(xn Y, ) * (a,b) , sirul valorilor functiei converge citre 1.

Observam ca sirul valorilor functiei este un sir de numere reale, deci este vorba de convergenta in R a
acestuia.

Notatiile folosite pentru limita unei functii sunt : / = l)ln’(l B f (x y) sau [ = llm f (x y)

y%b
Definitia 5.3. Fie /: 4 = R — Ro functie de dou variabile si X, = (a,b) € A . Spunem ca functia

f este continua in (a,b) dacd lim f(x, y) existd si este egald cu valoarea functiei in punctul (a,b), adica
xX—a

y—b

f(a,b)=lim f(x, y).

Folosind definitiile echivalente date limitei unei functii de doud variabile intr-un punct, putem obtinem
dfinitii echivalente pentru continuitate.

Spunem ca functia f este continua in (a,b) daca pentru orice & >0, exista 5(8))0 astfel Incat oricare ar

si |y b|<5 xy)eA saavem|fxy f(a,b]<g

Spunem ca functia f este continua in (a,b) daca pentru orice & >0, exista 5(8))0 astfel incat oricare ar

fi (x, y) # (a,b) cu proprietatea |x - a| < 5(5

fi (x,y)# (a,b)cu proprictatea ||(x,y) a bm «5(g), (x,y) e 4, sa avem |f x,¥) f(a,b] &
Spunem ca functia f este continud in (a,b) dacd pentru orice sir de puncte din A, {(xn, Y )}neN,

convergent catre (a,b), cu (xn, yn);t(a,b), sirul valorilor functiei converge catre f (a,b), adica

S(x,.,) > fla,b).

Exemple:

%a (x,y);& (an)
1. Si se studieze continuitatea functiei f : R*> = R, f(x,y)= 4x"+35y

2 ()00

2

Evident, functia este continui in toate punctele lui R* mai putin in (0,0) deoarece pentru

3x,y, 3ab

= fla,b).
\/4x +5y2 Hm\/4a +5b° ( )

(x,.7,) = (a.b). (a.0)#(0.0) avem f(x,.y,)=

Studiem continuitatea lui f'in (0,0).

Fie (x,,7,) > (0,0). (x,.7,)#(0.0).

| 3x,3, |< Yl 3

‘\/4xj+5yf - \/4x5 2

Avem: 0<

n
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Prin trecere la limitd in aceastd dubla inegalitate obtinem:

=0.

0<lim|f(x,,y,) < lim|y,
n—>00 n—o
Utilizand criteriul clestelui deducem ca lim|f(x,,», ) =0, si decisi lim f(x,,y,)=0.

Astfel functia are limitd in punctul (0,0) dar nu este continua in acest punct deoarece

£0.0)=3 #lim £(x.).

y—0

sin(x” + %)

2 2 +2 2 2 (x’-y)i (0’0)
2. S se studieze continuitatea functiei f: R> — R, f(x,y)= xl Y
L =00

Analog ca in exemplul precedent, functia f este continui pe R* —{(0,0)}.

Calculam limita in punctul (0,0).

Fie (x,.7,) > (0,0) si (x,.,) = (0.0).

n—x0

B sin(xf +yf)

Avem f(xn,yn)—m.

i S 1
Observdm ca x_ +y> =z, — 0. Astfel avem: TN Isideci f(x,,y,)— 5
n—w Zn n—»0 n—%0
| . . - . -
Astfel £(0,0)= 5= hn(} f(x,y), adica feste continua si in punctul (0,0), deci e continud pe R*.

y—0

Definitia 5.4. Fie /: 4 = R* — Ro functie de dou variabile si X, = (a,b) € A . Spunem ca functia
[ este continua (partial) in raport cu x in punctul (a,b), daca functia f_, f, : {x eR /(x,b) € A} CcR—>R,
dati de f,(x)= f(x,b) este continui in punctul a.
Analog, spunem ca functia f este continua (partial) in raport cu y in punctul (a,b), daca functia f,
S, {y € R/(a,y)e A}—) R ,datide f, (y)= f(a,y) este continua in punctul a.

Teorema 5.1. O functie continud in punctul (a, b) este continua (partial) In raport cu fiecare variabila.

Observatia 5.1. Reciproca acestei teoreme nu este In general adevarata, adicad exista functii continue

intr-un punct in raport cu fiecare variabila, fara a fi continue 1n acel punct.

2xy°
a7 0,0
Exemple: Fie functia f:R2 - R, f(x,y): X 14y ,(an’)i( . )
0 , (x,y)z (0,0)
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Sa se arate ca este continua partial in raport cu fiecare variabila in toate punctele lui R?, (deci si in

(0,0)) dar nu este continui in (0,0).
Evident f este continui pe R* — {(0,0)}, deci conform teoremei precedente este continud partial in

toate punctele lui R* — {(0,0)}.
Vom arata ca feste continua si in raport cu variabila x, si In raport cu y in origine.

3
2x-0 —0= f(0,0) si 1in3f(0,y)= limz'o—'y =0= f(0,0), ceea ce
y—o

Avem 1Y1i101f(x,0) =lim 4.,

=0 x* +4.0*
justifica afirmatia precedenta.
Studiem continuitatea lui f'in (0,0).

Pentru x, ———>0 si y, =mx, avem:

2x,y.  2m
x!+dyt 1+4mt

fx,.p,)=

2m

Astfel f(x,,»,) ;
+4am

expresie ce depinde de m.

n—ow '1 4

Deci fnu are limita in punctul (0,0)( vezi exemplul anterior), deci nu e continua in (0,0).
5.3. Derivate partiale. Diferentiabilitate
Definitia 5.5. Fie f:A4C R> — Ro functie de doud variabile si x, =(a,b) un punct interior

. ,b)— ,b
multimii A. Spunem ca f este derivabila partial in raport cu x in punctul (a,b), dacd lim f(x ) f(a )
xX—a x —_ a

exista si este finita.

o , 9 .
Aceastd limitd, daca existd, se noteazi cu f(a,b) sau cu al(a,b) si poartd numele de derivata
X

patiala de ordinul intdi in raport cu x a functiei f'in punctul (a,b).

Analog avem: fv'(a,b)zgl(a,b)zlinz f(a,y)—l];(a,b), dacd existd si este finitd limita din
7 y y—> y_

ultimul termen al egalitatii. Ea poartd numele de derivata partiala de ordinul intdi in raport cu y a functiei fin
punctul (a,b).

Daca f este deriabild partial In raport cu variabila x (sau y) in fiecare punct al lui 4, spunem ca este
derivabila partial in raport cu x (sau y) pe 4.

Observatia 5.2. Cand calculam derivata partiald in raport cu o variabila, celelalte variabile ce apar
sunt considerate constante si derivam ca i cum am avea o singura variabila, folosind regulile de derivare de la
functiile reale de o singura variabila reala.

Exemple:

Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul intéi ale functiilor
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a) f:R2 — R, f(x,y)z—x3y2+3x2y2+xy—5x,

X+2y

b f:R-{00)}>R, flxy)=

x?+y?
Aplicand regula de deivare formulatd in cadrul observatiei precedente obtinem:
L

a) x,y)=—3x2y2+6xy2+y—5,
Ox

1(x,y)=—2x3y+6x2y+x.
oy

b) g(x,y):(xﬂy)ﬁc(xzw J- G+ 20)e? + Y x4y~ 2x(x+2y)
; (x ty )z (x +y )Z
_—xT+yt—dxy
B (x2+y2)2

2

& () (X+2y)/y(x2 +y2)—(X+2y)(x2 +y°), 2(x2 +y2)—2y(x+2y) _
o (EwE 2
2x* —2y° —2xy

(x2 +yz)2 .

Observatia 5.3. Daca functia f este derivabila partial in raport cu x (sau y) in punctul (a,b), atunci f

este continua (partial) n raport cu x (sau y) in punctul (a, b).
Pentru o functie de mai multe variabile (de exemplu n) definitia se pastreaza, in acest caz fiind fixate
toate variabilele care apar cu exceptia celei in raport cu care se calculeaza derivata partiala (adica n-1 variabile

se considera constante). Astfel avem pentru i € {1,2,..., n}

7

. Ay ey, XA end )= fla,,a,,.d.,....a
fx'-(al’aZ’“"an):_ al,aQ,...,an)z lim f( R i LR Rt RO LA n) f( e R R R n)
i ox, xj—a; xX—a,

, daca limita

i

din ultimul termen exista si este finita.
Definitia 5.5. Dacd f:A4C R* - R este derivabild partial in raport cu x, respectiv y, in toate
punctele lui 4 §i daca derivatele partiale f) (x, y) si fy' (x, y), care sunt si ele functii reale de doua variabile

definite pe A, sunt la rAndul lor derivabile partial in raport cu x si y, derivatele lor partiale se numesc derivatele
partiale de ordinul doi ale lui f'si se noteaza astfel:

2

fibey)==3 (x,y)=aax(2£j(x,y),
fh(xy)= Z;{ (x, )= ;y(g;)(x,y)a
120~ L) = 2 L),
[l y)= s;aj; ( ,y)—gc(gj;j(x,y)-



In mod asemandtor se definesc derivatele partiale de ordin mai mare decat doi si se fololosesc notatii

asemanatoare.

Observatia 5.4. Functiile f)), respectiv f se mai numesc si derivate partiale mixte de ordinul doi

pentru £, In general ele sunt diferite , dar exista si functii pentru care ele coincid.

Criteriul lui Schwarz. (Conditii suficiente pentru ca derivatele partiale mixte sa coincida)
Daca functia f: A4 C R?* = R are derivate partiale mixte de ordinul doi intr-o vecinitate ¥ a unui punct
(a,b) €A, si daca acestea sunt continue in (a,b), atunci ele coincid in acest punct, adica
fala.b)= 1) (a.b).

Consecinta 5.1: Daca derivatele partiale mixte exista si sunt continue pe 4, atunci ele sunt egale pe A.

Observatia 5.5. Dacd f/, f, si f,, existd intr-o vecinitete a lui (a,b)si dacd cea din urma este

continud in (a,b), atunci f exista in punctul (a,b) si S (a,b)= S (a,b).
Exemple:

Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul doi pentru functiile:

a) f:R2 —> R, f(x,y):x3y—3x2y2+4x

b) f:(0,0) >R, flx,y)= xx+yy

a) Calculam mai intai derivatele de ordinul intai ale lui f.

z(x,y)z 3x’y—6xy’ +4,
ox

%(x,y)zx3 —6x’y.

Derivand partial derivatele partiale de ordinul intéi ale lui f vom obtine derivatele partiale de ordinul doi
ale lui f.

o' f > , o1 s o
e (x, y) =6xy—6y° (am derivat partial In raport cu x pe a—(x, y) )
X X
2
of (x, y) =3x" —12xy (am derivat partial in raport cu y pe @(x, y))
Oy0x ox
of o

ayQ

o' f
oxoy

(x, y) =—6x"  (am derivat partial in raport cu y pe 5(}@ y))

(x, y) =3x” —12xy ( am derivat partial in raport cu x pe g—];(x, y) ).

Derivatele partiale mixte de ordinul doi ale lui f coincid pentru ca este satisfacutd conditia de continuitate

ce apare in consecinta criteriului lui Schwarz).

b) Calculam mai intai derivatele de ordinul intai ale lui f.

z(x )= 2xy(x+y)-xy _ X’y +2xy°
0x Y (x+y) (x+y)
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6l(x ):xz(x+y)—x2y: x?
o (x+ y)2 (x+ y)2 ‘
Derivatele partiale de ordinul doi ale lui f'sunt:

o’ f (x y)= (2xy+2y2Xx+y)2_(x2y+2xy2)2(x+y): (ny+2y2)(x+y) —(x2y+2xy2)2 )

ox’ (x+ y)4 (ery)3
__ 2y
(x+y)
o’ f (x, )= (xz +4xy)(x+y)2 —(x2y+2xy2)2(x+y) _ (xz +4xy)(x+y) —(x2y+2xy2)2 _
dyéx (x + y)4 (x + y)3
_ x*+3xy
(x+y)
o’ f _s =2 2x°
A P B P
2 3 2
Derivand partial in raport cu x pe z(x, y) se obtine a—(x, y :Lkg, care coincide cu
oy Ox0y (x + y)

celalata derivata mixta, criteriul lui Schwarz fiind indeplinit.

Definitia 5.6. Fie f: A< R> - Rsi (a,b) un punct interior multimii A. Spunem ca functia f este
diferentiabila in punctul (a,b) daca existd doud numere reale 4 si u, sio functie @: A — R, continua si
nula in punctul (a,b), astfel Incat pentru orice punct (x, y) € A sa avem:

) f(x,y)= fa,b)+ Alx—a)+ u(y —b)+ olx, y)p(x,y), unde

ple,y) =], y)~(a.6) =y (x~a) +(y-b)".

Teorema 5.2. Fie f:AC R*> > Rsi (a,b) un punct interior lui 4 In care f este diferentiabila.
Atunci ea admite derivate partiale in acest punct si mai mult 1 = f!(a,b) iar g = f , (a,b).

Demonstratie:
Fixam y = b. Pentru x # a, astfel incat (x,b) € A4, avem:

f(x,0)= f(a,b)+ Ax—a)+ o(x,b)p(x,b).
Fleb)=flab) | p2d)

X—da X—da

Obtinem de aici relatia:

Trecand la limitd cu x — a, si folosind faptul cd @ este continud si nuld in (a,b), deci implicit

. . N . . N . . x;b - aab -
continud partial in raport cu variabila x in acest punct, obtinem: lim f( ) f( ) = A, de unde rezulta
xX—a x —_ a

faptul ca f este derivabild partial in raport cu x in punctul (a,b) sica f!(a,b)=A.

Analog deducem faptul ca u = f (a,b)
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In conditiile in care f este diferentiabila in punctul (a,b) putem scrie egalitatea (*) astfel:

f(x,y)= fla,b)+ fl(a.b)x~a)+ f)(a,b)y - b)+alx, y)o(x,y).

Observatia 5.6. Daca f'este diferentiabila pe 4 atunci ea are derivate partiale pe 4.

Teorema 5.3. O functie diferentiabila in punctul (a,b) este continud 1n acest punct.

Afirmatia precedentd se bazeaza pe faptul ca toti termenii din membrul drept al egalitatii de mai sus,

cu exceptia lui f(a,b), au limita 0 in punctul (a,b), deci( 1)11’1(1 " f(x,y)= f(a,b), adic f este continui in
X,y )—~>\a,

punctul (a, b) .
Consecinta 5.2. Daca f'este diferentiabila pe 4 atunci ea este continud pe A.

In practica folosim foarte des urdtoarea conditie suficientd pentru a stabili ci o functie este

diferentiabila intr-un punct.
Teorema 5.4. Dacd f:AC R?> > R este o functie ce admite derivate partiale intr-o vecinitate a
unui punct (a, b), continue 1n acest punct, atunci f este diferentiabila in punctul (a, b).

Observatia 5.6. Dacad derivatele partiale ale lui f existd si sunt continue pe A, atunci ea este
diferentiabila pe A.
Observatia 5.7. Reciproca teoremei de mai sus nu este adevarata.

Observatia 5.8. Pentru o functie reala de n variabile reale definitd pe o multime 4 < R", se defineste

diferentiabilitatea Intr-un punct interior (a 15y s, ) € A prin egalitatea:

n —_—
f(xl,xz,...,xn)zf(al,az,...,an)+2/1i(xi—a,.)+a)(xl,xz,...,xn)p(xl,xz,...,xn), unde A, i=1n sunt

i=1

n

2 . . . ~
numere reale, p(xl,xz,...,xn)z Z(xl.—al.) , lar functia a)(xl,xz,... X ) are limita 0 in punctul

> n
i=l1

(al,az,...,an).

5.4. Diferentiala unei functii de mai multe variabile

Fie f: A< R> = Ro functie diferentiabil in (a,b), punct interior multimii 4. Putem scrie:
[ y)= fla.b)+ flla.b)x—a)+ f](a,b)y—b)+alx, y)o(x, )

Diferenta x —a se numeste ,,cresterea” primei variabile de la a la x, iar diferenta y —b se numeste
»cresterea” celei de-a doua variabile de la b la y.

Diferenta f (x, y) -f (a,b) se numeste ,,cresterea” functiei corespunzitoare ,,cresterilor” x —a, y —b
ale argumentelor.

Folosind faptul ca functia @ are limita 0 in punctul (a,b) putem scrie, aproximativ, ca:
S(x.y)= fla.b)~ flla.b)x—a)+ f)(a.b)y-b).

Deci, ,cresterea” (de fapt wvariatia) functiei f poate fi aproximatd cu functia liniara

flla.b)x—a)+ fl(a.b)y-b).
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Definitia 5.7. Fie f: A € R> — Ro functie diferentiabili in (a,b), interior multimii A.
Se numeste diferentiala lui f in punctul (a,b), functia liniard, notata cu df (a,b) , data de:
df (a,b)x,y)= fi(a,b)x~a)+ f)(a.b)y~b).
Diferentiala df (a,b) este o functic definiti peste tot in R®, dar relatia de aproximare:
f(x,y)- f(a,b)=df (a,b)x,y), are sens numai pentru (x, y) € 4 (altfel membrul sting nu are sens).
Adoptdnd o scriere mai simpla: dx = (x - a), dy=y—b, putem scrie diferentiala astfel:
df (a,b)= f!(a,b)dx+ f.(a,b)dy .

Fara a mai pune in evidenta punctul (a,b) obtinem expresia:

df = fldx+ f)dy sau df =gdx+%dy.
ox oy
Formal Of poate fi interpretat ca un produs simbolic intre 0 si f .

Putem scrie: df = gdx+£dy f, cu ajutorul operatorului: d =£dx+£dy, care poartd
ox oy ox oy

numele de operator de diferentiere.

Observatia 5.9. Pentru cazul unei functii de » variabile diferentiala este:

df :idxl +idx2 +...+aaldxn :Zi X,

i
ox, X, X o Ox,

n

0 0 0 0
iar operatorul de diferentiere este: d = —dx, + —dx, +...+ —dx, = Z—dxi.
X, ox, ox T OX,

Definitia 5.8. Fie f: 4 < R*> > Ro functie si (a,b) interior multimii A. Spunem ca functia f este
diferentiabila de n ori in (a,b), sau ca [ admite diferentiala de ordinul n in (a,b), daca toate derivatele
partiale de ordinul #-1 ale lui fexista intr-o vecinatate a lui (a, b) si sunt diferentiabile 1n acest punct.

Se spune ca f este diferentiabila de n ori pe A daca f este diferentiabila de #n ori in fiecare punct al lui A.

Diferentiala de ordinul # a lui f/in punctul (a,b)se noteazd d" f (a,b) si respectiv d” f*, daca nu se
mai pun 1n evidenta variabilele diferentialei.

Diferentialele de ordin superior se definesc recurent prin relatia: d" f = d ( L )

Observatia 5.9. Daca f este diferentiabild de » ori in (a,b), atunci toate derivatele partiale de ordinul
n existd in acest punct, iar ordinea de derivare in (a, b) pana la ordinul # inclusiv nu are importanta.

Observatia 5.10. Daca functia f are, intr-o vecindtate a punctului (a,b), toate derivatele partiale de

ordin n continue in (a, b), atunci f'este diferentiabild de » ori in acest punct.

Cu ajutorul operatorului de diferentiere putem scrie:
0 o .\
d"f=|—dx+—d .
f (ax & yJ f
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Dezvoltarea puterii de ordinul n a operatorului de diferentiere este, din punct de vedere formal,

asemanatoare binomului lui Newton. Astfel pentru n=2,3 obtinem urmatoarele expresii:

2 2 2
n=2=df =L 429 gy O g2

e’ OxOy oy*
3 3 3 3
n=3mdf =L +3 0L avap+3 2L avay + 2L gy
ox ox*0y Oxdy dy
Exemple:
1. Sa se calculeze diferentialele de ordinul wunu, respectiv doi, ale functiei

f:R* SR, f(x,y)=e*"" in punctul (-1,0).

Avem: al = Dye ¥ , 8i = 6ye’x2+3y2 =df = 2xe P e+ 6ye’x2+3y2dy .
ox dy
Notand cu df,, diferentiala functiei fin punctul dat, avem:
df, =2e'dx .

Calculam derivatele partiale de ordinul doi ale lui f. Avem:

azf _ _2efx2+3y2 +4x267x2+3y2

2

ox®
82f — 6efx2+3y2 +36y267x2+3y2
6y2
2
of = —12xye’x2+3y2 .
oxoy

Diferentiala de ordinul doi este:
A f = (—2+4x7 e de® = 24xye ™ dxdy +(6+36y7 Je 7 dy?.
Notand cu d° f,, diferentiala de ordinul doi a functiei fin punctul dat avem:
d’f, =2e'dx* +6e”'dy’.
2. Acelasi enunt ca la exercifiul precedent pentru o functie de trei variabile reale

fiR* >R, f(x,y,z)=2x" - y* +2z* —3xyz, punctul ales fiind (1,2,1).

Avem:
of
—=4x-3yz,
Ox >
g =-2y—-3xz,
oy
g =2z-3xy
Oz

Diferentiala de ordinul intai, intr-un punct oarecare, este:
df = (4x=3yz)dx + (= 2y —3xz)dy + (22 - 3xy)dz .
in punctul (1,2,1)= df, = —2dx —7dy —4d= .

2 2 2
TR
Ox oy Oz

b
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O’f _ . O o f

= — , = y N = —3x .
oxoy Ox0z 0y0z

Obtinem diferentiala de ordinul doi:
d’ f =4dx’ —2dy’ +2dz’ — 6zdxdy — 6 ydxdz — 6xdydz =

d’f, =4dx* —2dy* +2dz* — 6dxdy —12dxdz — 6dydz .
5.5. Derivatele partiale si diferentialele functiilor compuse

Operatiile algebrice efectuate cu functii ce au derivate partiale sau sunt diferentiabile conduc la functii
de acelasi fel. Diferentiabilitatea se pastreaza si prin operatia de compunere a functiilor, fapt care nu se

realizeaza si in ceea ce priveste derivatele partiale.

Teorema 5.4. Fie u,v:Ac R®> —> R, doud functii diferentiabile in (a,b) € A, si functia
p:BC R >R, (p(u,v), diferentiabila in punctul (c,d ), c= u(a,b), d= v(a,b). Functia compusa
f:A>R, f(x,y)=(u(x,y),v(x,y)) este diferentiabila in (a, b), si au loc relatiile:

o _dpou dpov
o  Ouodx v ox’
o _dpou dpov
dy Oudy Ov oy

Observatia 5.11. Daca functiile »,v sunt diferentiabile pe A4, iar functia ¢ este diferentiabild pe B,
atunci functia compusa f'este diferentiabild pe 4.

Teorema 5.5. Daci u,v:AC R>— Rau derivate partiale continue pe A, iar functia
@:BCc R?* >R, ¢(u,v), are derivate partiale continue pe B, atunci functia compusa
f:4—>R, f(x,y)=pu(x, ), v(x,y)) are derivate partiale continue pe 4 si

o _dpou opov
ox Ouodx v ox
o _odpou dpov
Oy Oudy Ovoy

Teorema 5.6. Daci u,v: AC R* — R au derivate partiale intr-un punct (a,b) € A, iar functia
@:Bc R?* >R, (o(u, v), este diferentiabila in punctul corespunzator, adicdi 1in punctul
(c,d) €B, c= u(a,b), d= v(a,b), atunci functia compusa f:4 — R, f(x,y) = (p(u(x, y), v(x,y)) are
derivate partiale in punctul (a, b), si ele se calculeaza cu aceleasi formule ca 1n teorema precedenta.

Observatia 5.12. Daca functia ¢ nu este diferentiabild in punctul (c, d ) , atunci este posibil ca functia
compusa f'sa nu aiba derivate partiale in acest punct chiar daca functiile u si v sunt diferentiabile in (a,b), iar

@ are derivate partiale in (c,d).
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Observatia 5.13. Daca u,v: A < R*> — R au derivate partiale pe A4, iar functia p:Bc R* >R,
go(u,v), este diferentiabila pe B, atunci functia compusa f: 4 — R, f (x, y) = ¢(u(x, y), v(x, y)) are derivate

partiale pe 4, si ele se calculeaza cu aceleasi formule ca 1n teorema precedenta.

Exemple:

1. Sa se precizeze daca functia f:R* >R, f (x, y) = go(x2 y—3xy,sin xy) ese diferentiabild pe R,
in conditiile in care ¢ este diferentiabild pe domeniul maxim de definitie, si dacd da, sa se calculeze
diferentiala de ordinul intai a acesteia.

Alegand u(x,y) =x"y-3xy, v(x,y) =sinxy, u,v: R* = R, ele sunt diferentiabile pe R*.

Cum ¢ este diferentiabild pe domeniul maxim de definitie atunci si f este diferentiabila pe R>.

Avem: df =gldx+g—fdy.
X Y

Derivatele partiale sunt date de:
o _Opdu 0pov
Ox Ouodx Ov Ox

g _Opou, Opv
0y Oudy Ov oy

B

Obtinem:

a—u=2xy—3y, %zxz —-3x,
Ox oy

& COS X @—xcosx
ox y Vs o 2

Diferentiala de ordinul intai a lui f'este:

= (2xy—3y)8—¢+ycosxya_(/’ dx + (x2—3x)a—¢+xcosxya—¢ dy .
ou ov ou ov

2. Sa se precizeze daca functia g: R — R, g(x) =f (x3 + 4x,e“) este diferentiabild pe R , in conditiile
in care f este diferentiabild pe domeniul maxim de definitie, si daca da, sa se calculeze diferentiala de ordinul
intai a acesteia.

Alegand u(x) =x"+4x, v(x) = e’ acestea sunt derivabile pe R si deci g este diferentiabili, cu
precizarea ca u i v sunt functii de o singura variabila iar rolul functiei ¢ este luat de f* (vezi observatia 4.13).

Adaptand formulele anterioare pentru cazul in care u si v depind de o singura variabild, obtinem:

dg =8 gy - T dv.
Ox Oudx Ovdx

du _ 3x* +4, a_ 2¢’*, de unde rezultd dg = (1 . (3x2 + 4)_,_% . 2e“jdx )
dx dx ou ov
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3. Fie ¢:R’— R diferentiabila peR®. Si se calculeze diferentiala de ordinul intdi a functiei

f:R >R, f(x,y,2)= go(2x +3y%z, xe” xyz), in conditiile 1n care aceasta exist.

Notand  u(x,y,z)=2x+3y"z, v(x,y,z)= xe’ s w(x,y,z)=xyz, observdm

diferentiabile pe R”.

Avem: df—l gfd +ald
) 4

Adaptand formulele pentru cazul functiilor de trei variabile avem:
@ _ 8_(p % N 8_(p ov 8(/) ow
Ox Ou Ox Ov 6x ow ox
6f a(p ou 6(p ov ov o op 6w
8y ou 8y ov oy oOw 8y
o _opou dpov dpow
0z Ou 0z Ov 82 ow oz

Derivatele partiale ale functiilor u,v, w sunt:

6u_2 %—6yza—u=3y ,

ox oy oz
@:eszrZZZ,Q:2xyey2+222,ﬁz4xzey2+222 ,
Ox oy oz
MWW

ox y’ﬁy " Oz 4

Astfel obtinem:
Y _ 00, 22 00 00

+yz—,

ox ou ov ow

g = 6yza—(p+ 2xyey2+222 % + xza—(o,

oy Oou ov ow
g_ 3y’ 6—404r4xze’z+22Z 6_(p+ xya—(p.
0z Ou ov ow

si deci

0p 02 0p  Op op 202 09 0@
df =] 2—+¢e’ —+yz— |dx+| 6yz—+2xye’ —+xz— |dy+
4 [ ou ov 7 ow > ou 4 ov ow 4

+ (2ya—(p +2xze" % + 3xya—(pjdz :
Ou ov ow

5.6. Formula lui Taylor pentru functii de mai multe variabile

ca

ele

sunt

Fie f:Ac R* - R si (a,b) punct interior lui 4, o functie de n ori diferentiabil in (a,b) cu

derivatele partiale mixte de acelasi ordin egale (ordinea in care se deriveaza nu conteaza).
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Definitia 5.9. Se numeste polinom Taylor de gradul n atagat functiei f in punctul (a,b) polinomul de

doua variabile, de gradul n, notat 7, (x, y) , dat de:

T<x,y>=f<a,b>+l{M<x—a>+@‘ <"”’>(y—b>}i[azf 0 PP L. T S A 2 T

g I o v 2 o oy P
++l‘[zc a}fnn—{;y(x—a)"'i(y—b)i}
1) f@b) | 2 =o)L -0t 2 -0 L -0)] et

n!| ox

+...+l[i(x—a)+%(y—b)}nf(a,b)

R, (x, y) =f (x, y) -T, (x, y) se numeste restul de ordinul n al formulei lui Taylor.
Relatia f (x, y) =T (x, y)+ R, (x, y) poartd numele de formula lui Taylor de ordinul n.
R, (x, y) reprezintd masura erorii aproximarii functiei f prin polinomul Taylor de gradul ».

Daci functia R, (x,y)este continua in (a,b), limR, (x,y)=R,(a,b)= 0, putem aproxima functia
y—b

f (x, y) cu polinomul Taylor de ordinul 7z pe o vecinatate a lui (a,b).
Teorema 5.7. Daci functia f:4c R* — R are derivate partiale de ordinul # continue intr-o

vecinatate } a punctului (a, b), atunci restul de ordinul n se poate scrie sub forma:

1
R,(x,y)= ;w(x, y)p"(x,y),

unde functia a)(x, y)este continua si nuld in punctul (a,b), lima)(x, y):a)(a,b)zo, iar
y—b

plx,y)=y(x=a)* +(y-b) .

Observatia 5.13. lim R, (x, )= R, (a,b)=0
y—b

Observatia 5.14. Teorema ramane adevaratda in conditiile in care f este diferentiabila de » ori intr-o

vecinatate a lui (a,b), si derivatele partiale sunt continue doar in (a,b).
Teorema 5.8. Daci functia f: A R* — R este diferentiabild de n+1 ori intr-o vecinitate ¥ a

punctului (a,b), atunci pentru orice punct (x, y) din aceasta vecinatate, existd un punct (5,77) € A, aflat pe

n+l
segmentul ce uneste punctele (x, y) si (a, b), astfel ca R (x,y)= m(% (x—a)+ %(y - b)) f(&n)

Observatia 5.15. Formula lui Lagrange sau a cresterilor finite pentru o functie de doud variabile reale

Daca functia [ : 4 C R? = R este diferentiabila intr-o vecindtate 7 a punctului (a,b), atunci pentru

orice punct (x, y) din aceasta vecinatate, existd un punct (95, 77) € A,cu & intre x si a, si 17 intre y si b, astfel

incat: £ (x,y)— fla,b)= fI(En)x—a)+ f1(En)y—b)
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5.7. Extremele functiilor de mai multe variabile reale
5.7.1. Extreme locale pentru functii reale de doua variabile reale
Fie f:AC R* > Rsi(a,b)e 4.
Definitia 5.10. Punctul (a,b) se numeste punct de maxim(minim) local al functiei f (x, y) daca exista

o vecinitate ¥ a lui (a,b) astfel incat pentru orice (x,y)eV A si avem f(a,b)> f(x,y)(

fla,b)< f(x,y)).

Punctul (a,b) din definitia anterioara se numeste punct de extrem local (sau relativ) al functie f.

Observatia 5.16.(a,b) este punct de extrem local al lui f daci diferenta f'(x,)— f(a,b) are semn
constant pe o vecinatate } a punctului considerat.

Teorema 5.9. Daca (a, b) este un punct interior lui 4 in care f are derivate partiale, si daca acest punct
este punct de extrem local al lui f, atunci derivatele partiale se anuleaza in acest punct, adica:

flla,b)=0, f}(a,b)=0.

Definitia 5.11. Un punct (a,b) interior lui A4 se numeste punct stationar al functiei f (x, y), daca f
este diferentiabila in punctul (a, b) si daca diferentiala sa este nula in acest punct.

df (a,b)= f(a,b)dx+ f(a,b)dy = df (a,b)=0 < f!(a,b)= f!(a,b)=0

Astfel a spune ca (a,b) este un punct stationar al functiei f, inseamna ca functia este diferentiabila in
acest punct iar derivatele partiale in acest punct sunt nule.

Observatia 5.17. Daca f este diferentiabild in (a,b) si (a,b) este punct de extrem local pentru f,
atunci df (a,b)= 0, deci (a,b) este punct stationar al functiei f.

Observatia 5.18. Daca A4 este o multime deschisa si daca functia f este diferentiabila pe A, punctele
fla,b)=0
fi(a,b)=0

Observatia 5.19. Reciproca teoremei precedente nu este in general adevarata, adica daca intr-un punct

stationare ale lui f'sunt toate solutiile sistemului {

(a,b) avem f!(a,b)= f'(a,b)=0, nu rezultd neapirat ci (a,b) este un punct de extrem local pentru f.

flla,b)=0
fi(a,b)=0"

Punctele de extrem local ale functiei f se gasesc printre solutiile sistemului { insd nu

neaparat toate solutiile acestui sistem sunt puncte de extrem local pentru functia f.

Exemple:

1.Fie f:R* >R, f(x,y)=x2—2y4—y2.

{f;(x,y) =2x= £/(0.0)=0

Avem: , s , R

£ilx.y)=-8y" -2y = £/(0.0)=0

Punctul (0,0) nu este punct de extrem pentru f caci pe orice vecindtate a sa diferenta f (x, y) -f (0,0)

nu pastreaza semn constant.
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Astfel fie V o vecinatate oarecare a lui (0,0) si fie (x,O), x # 0, respectiv (0, y), y # 0, puncte din V.

Avem:
£(x,0)- £(0,0)= x*>0
10.)-1(0,0)=-2y" - y* <,
deci (0,0) nu este punct de extrem local al functiei /' cu toate ca derivatele partiale sunt nule in acest punct.

Punctele stationare care nu sunt puncte de extrem se numesc puncte sa.

2.Fie f:R* >R, fl(x,y)=5x>+10y> +12xy.

fl(x,y)=10x+12y = £/(0,0)=0
Avem: ,
fl(x,y)=20y +12x = £7(0,0)=0

Se observa ca punctul (0,0) este punct stationar si este si punct de extrem pentru f cici pe orice

vecindtate a sa, de fapt pe R’ avem: f (x, y)— f (0,0) =x"+y’+ (2x +3 y)2 >0, deci pastreaza semn constant.

Teorema 5.10. (Conditii suficiente pentru ca un punct stationar sa fie punct de extrem local)
Fie f:AC R* >R i (a,b) un punct stationar al lui /7 Dacd f are derivate partiale de ordinul doi

continue intr-o vecinatate J a lui (a,b), atunci:

“\a.b) fila,b
j;*,, EZ b; Jj:,i ((Z bi > 0, atunci (a,b) este punct de extrem local al functiei f'si anume
xy > s

2
y

1. Daca

a. Daca f.; (a,b) >0, (a,b) este punct de minim.
b. Daca [, (a,b)<0, (a,b) este punct de maxim.

“\a.b) filab
j;*,, EZ b)) J{; ((z b)i <0, atunci (a, b) nu este punct de extrem local al functiei f ci este punct sa.
xy > >

2
y

2. Daca

Una din metodele de determinare a punctelor de extrem local ale unei functii de mai multe variabile

presupune parcurgerea urmatoarelor trei etape:

Etapa I: determinarea punctelor stationare ale functiei date (rezolvand sistemul obtinut prin anularea

derivatelor partiale de ordinul intai);
Etapa II: calcularea derivatelor partiale de ordinul doi;

Etapa III: testarea conditiilor din teorema precedentd pentru a stabili care dintre punctele stationare

este punct de extrem local.

Exemple:
1. Si se determine punctele de extrem ale functiei f: R* — R, f(x,y)=x" +y* +12xy -4

Etapa I. Determinam punctele stationare ale functiei.

o

L =3x"+12

e I e 20
Avem: o , ) .

y
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2

Substituim x = _yT in prima ecuatie siobtinem:

4

T_6+4y=0:>y4+64y=0:>y(y+4)(y2 ~4y+16)=0

Gasim doud solutii reale pentru acest sistem: (0,0), (—4,~4).
Etapa II . Calculam derivatele partiale de ordinul doi ale lui f-

2 2 2
Avem: %z@c,a j: =6y, o =12.
ox oy Ox0y

Etapa III. Testam pe rand care din punctele stationare gasite este si punct de extrem local pentru f.

2 2 2
a) Pentru punctul (0,0) obtinem 0 { (0,0)=6, 9 {(0,0)= 6, of (0,0)=12.
ox oy oxoy

"(00) £7(0,0
el £4(0,0) £ ))H6 12‘

- =36-144=-108<0
£1(00) £2(00) "2 6 -

Conform teoremei precedente punctul (0,0) nu este punct de extrem, ci este punct sa pentru f.

2 2 2
b) Pentru punctul (—4,-4) obtinem %(— 4,-4)=-24, %(— 4,-4)=-24, of (-4-4)=12.
ox oy Ox0y

Astfel ‘ =24*-144=432>0

fx;’ (_ 47_4) j(y'; (_ 47_4 12 -24

144 £ 4,—4;‘ B ‘— 24 12

Conform teoremei precedente punctul (— 4,—4) este punct de extrem pentru f.

o’ f

e (~4,-4)=-24 <0, rezulti ci (~4,~4) este un punct de maxim local pentru f.
X

Maximul local al lui feste: f(— 4,—4) =—64-64+12-16—4=060.

Deoarece

3. Si se determine punctele de extrem ale functiei f: R* — R, f(x,y)=(2x—-5) +3y°.
Etapa I. Determinam punctele stationare ale functiei
Derivatele partiale ale lui fsunt: f] = 4(2x - 5), f, =6y

Construim sistemul obtinut prin anularea derivatelor partiale:

{4(2x ~5)=0 5

61 =0 = x =—, y =0 reprezintd solufia unica a sistemului.
y =

Astfel functia admite un singur punct stationar.

Etapa II. Determinam derivatele partiale de ordinul doi.
Avem: [, =8, f)”2 =6, f,, =0

Etapa III. Testam daca punctul stationar gasit este punct de extrem.

in [% ,Oj derivatele partiale de ordinul doi sunt: f:; [g,o) =3, f} " (% ,Oj =6, f, =0
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0 6

(3o] (2
f*(z’oj f”(z’()”g
" 5 " 5
#39) (59

Astfel [ j este punct de extrem local pentru f, fiind punct de minim deoarece ( f [; Oj =8>0).

0
=48>0

Minimul functiei, notat m, este m = f (g,OJ =0.

Am regasit astfel un rezultat ce putea fi observat rapid deoarece f este o suma de patrate, totdeauna
pozitiva, ea fiind egala cu 0 (avand deci o valoare minima) pentru valorile ce anuleaza patratele, adica pentru
x=2,y=0.

Pentru cazul general, al functiilor ce depind de » variabile reale urmatoarea teorema furnizeaza conditii
suficiente pentru ca un punct stationar sa fie punct de extrem local pentru f.

Teorema 5.11. Fie f: A< R" — R, care admite derivate partiale de ordinul doi continue intr-o
vecindtate a punctului a = (al sy s, ) , interior lui 4, punct stationar pentru f.

Considerand matricea urmatoare:

" 14
fx,,xl (Cl) ij (Cl)
care poartda numele de matrice hessiana, construim sirul format de minorii ei principali, adicd sirul:

fila) fl, (a1

=L A=\ ) pn )

Daca toti minorii principali ai lui H sunt pozitivi (A, >0, (‘v’)i =1,n), a este punct de minim local
pentru f, iar daca toti minorii principali ai lui H, considerandu-i asezati in ordine crescatoare dupa rangul lor au

semne alternand, incepand cu semnul minus(A, <0, A, >0,...), a este punct de maxim local pentru f'.

Exemple:

1.S4 se determine punctele de extrem ale functiei £ : (0,0 — R, f(x,y,2)=x+

Etapa L.

Derivatele par‘;iale ale lui £, de ordinul unu, sunt:

' Z2 , 2z 4
fx_ 162’ fy_ yg’ .fz_y ZQ’
Rezolvand sistemul
fi=0
f y' =0, si tinand cont de domeniul de definitie al functiei /', obtinem solutia:
fi=0
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Astfel functia admite un singur punct stationar.
Etapa II. Calculam derivatele partiale de ordinul doi pentru a construi matricea hessiana H.

Derivatele partiale de ordinul doi ale lui f'sunt:

2 2
LY 127 28
fxzz 3 2 = + 3af‘22:_+3

8x 78y y z

" " " 2z
fxy: . fxz:O’ fyz:_F.

_8x2 ’

Obtinem urmatoarea matrice hessiana in acest punct este:
24/2°

1

Y2

1 3
Ha)=|-—+

W=\~ w5
o V23

2 2

Etapa III. Testam daca punctul stationar este sau nu punct de extrem local.
W2, 15

LA, =—.
242 77 4R

Ei sunt toti strict pozitivi, astfel ca punctul a este un punct de minim local pentru functia f.

Minorii principali sunt: A = 24/8, A, =

4
Minimul functiei este min f = f(g 242,48 J = % =442 .

5.7.2. Extreme cu legaturi pentru functii de mai multe variabile
Deseori se cere aflarea punctelor de extrem pentru anumite functii, specificandu-se ca ele trebuie sa
satisfaca anumite conditii (restrictii). Astfel de probleme poartd numele de probleme de extreme cu legaturi sau

de extreme conditionate.

Definitia 5.12. Fie f:Ac R" > R si A, < A. Spunem ca functia f are in punctul a € 4, un
extrem relativ la multimea A, daca restrictia lui f'la multimea A, are in a un extrem obisnuit. Astfel, a spune
ca fare in punctul a un maxim (minim) local relativ la multimea A, inseamna ca exista o vecinatate 7 a lui a,
astfel incat s3 avem: f(x)< f(a), (f(x)> f(a)) (V)x eV N 4,.

Consideram ca mulfimea A este definita ca multime a solutiilor sistemului:

F](xl,xz,...,xn): 0
Fz(xl,xz,...,xn)=0 . .. . T .. .
,unde p < n,iar functiile £}, i = 1, p sunt functii reale definite pe A.

Fp(xl,xz,...,xn): 0

Astfel avem A4, = {x € A/F(x)=0,i :G}
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Extremele functiei frelative la multimea A, se mai numesc extreme conditionate, sau extreme supuse

la legdturi (cele n variabile sunt legate intre ele prin cele p relatii ale sistemului anterior).
Metoda multiplicatorilor lui Lagrange pentru determinarea extremelor conditionate
Principalele etape ale metodei sunt:

1. Se construieste functia lui Lagrange, notata cu L, astfel: L: R""” — R

L(xl,xz,...,xn,ll,/IQ,...,/il,)= f(x)+ i/ll.Fi(x), X = (xl,xQ,...,xn)e A, A eRji=1,p.
i=1

Parametrii A,,i =1, p se numesc multiplicatorii lui Lagrange.

2. Se determind punctele stationare ale functiei L. Sistemul ce trebuie rezolvat este:
oL _
ox,
oL

—=0
ox,

0

Daca (al,az,...,an,a1 ,az,...,ap) este o solutie a acestui sistem, punctul a = (a1 ,...,an) este punct
stationar conditionat pentru functia f.

3. Stabilim care din punctele stationare conditionate sunt puncte de extrem. Consideram ca atat functia f,
cat si functiile F),i = G , au derivate partiale de ordinul doi intr-o vecinatate a punctului a. Studiem
semnul diferentei f (x) -f (a). Inlocuind in expresia functie L multiplicatorii lui Lagrange cu valorile
(051,052...051])2 obtinem o noua functie L ce depinde doar de (x,,%,,...,x, )si faptul cd f (x)— f (a)=

n 27
L(x)-L(a). Construim diferentiala de ordinul doi:_d*L = ZZL—a(a)dx,dx ;-
i,j=1 OX; )Cj

4. Se diferentiaza sistemul ce defineste mulfimea A4, si se obtin p relatii liniare de forma:

L OF, o . . . . .
Z—dxk =0, i =1,m, derivatele partiale fiind calulate in punctul a. Din acest sistem se exprima m

diferentiale in functie de celelalte n-m si se inlocuiesc in expresia formei patratice d L.

5. Daca forma patraticd este definitd, atunci diferenta f (x) -f (a)= L(x)-L(a) pastreazi semn
constant in jurul lui @, deci a este punct de extrem conditionat pentru f, iar daca nu este definita, atunci

a nu este punct de extrem conditonat pentru f. Dacd d L este pozitiv definitd, avem un minim

conditionat, iar daca este negativ definitd un maxim conditionat.
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Exemple:

1. Sa se determine extremele functiei 7 : R,* — R, f(x,y,z)= x> +2y* +z*, cu conditia xyz = 42 .

Parcurgem etapele prezentate anterior.

Functia ce defineste relatia de legatura este: F (x, y,z) =Xyz — 42
1.Construim functia lui Lagrange:

L(x,y,z,/l) =x"+2y*+z2° + ﬂ,(xyz —4\/5).

2. Cu derivatele partiale de ordinul intai ale functiei L construim sistemul ce defineste punctele stationare ale
lui L. Acesta este:
oL _
ox
oL 2x+Ayz=0
o0 |ayeaz=0

0

oL < 2z+Axy =0
Z_0

0z xyz—4\/§=0
oL _,

oA

Rezolvand acest sistem si tindnd cont de domeniul de definitie al functiei f se obtine o unica solutie:
2.2.-42).
3. Pentru a stabili daca punctul (2,\/5 ,2) este punct de extrem conditionat pentru f fixam A = -2 si obtinem
functia L = x> +2y% +2° —\/E(xyz—4\/5).

oL
2 =

ox oy

27 27 27 27 27
2 OL_, oL _, L 5 0L __ g L _ 5,

Avem: > > 5 = ) ) =
0z Ox0y 0yoz 0x0z

Calculand aceste derivate partiale de ordinul doi in punctul (2,\/5 ,2) obtinem:

27 27 27 27 27 27
6622766245(’5%:27 aL:_z\/Ea 6L:_2\/5, aL=—2
ox oy 0z Ox0y 0y0z Ox0z

Astfel forma patratica pe care o obtinem este:
d’L = 2dx* +4dy*® +2dz> — 2 2dxdy — 2dxdz — 2\ 2dyd:z .

4. Diferentiem relatia de legatura si obtinem :  yzdx + xydz + xzdy = 0.
Pentru punctul considerat vom avea 2\2dx +2+2dz + 4dy =0.

Putem exprima o singura diferentiald in functie de celelalte doud, fie de exemplu dx aceasta
dx+dz
7

Astfel avem:

=>dy=-

d*L = 6dy’® +6dz* +6dydz
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d’L = 6(afy2 +dz’ +dydz): 6[dy +%}+%dzz .

5. d*L este deci o forma patratica pozitiv definitd, de unde deducem ca punctul (2,\/5 ,2) este un punct de
minim conditionat pentru f.

Avem min f(x,y,z)= f(2,ﬁ,2):4+4+4 =12.
X,¥,Z

X}"z’:l
5.8. Functii implicite.

Sa consideram ca f este o functie continua §i strict crescatoare pe un segment [a,b], cu valori in
[a, ﬁ], atunci ecuatia f (x)— y =0 are, pentru fiecare y € [a,ﬂ], o singura radacina x = (p(y). Astfel
ecuatia datd defineste o functie ¢ pe intervalul [a, ﬁ] si numai una. Spunem cd functia ¢ este definita
implicit de ecuatia considerata.

O ecuatie de forma F (x, y) = (O poate avea (in raport cu y) una sau mai multe solutii pe o multime A,

sau poate sa nu aiba nici o solutie.

Exemple:
. 4 2 .. . RN [N
Ecuatia x* + 2y~ +1=0 nu are nici o solutie reala, nici in raport cu x, nici in raport cu y.

. . . . <A . X
Ecuatia x + 3y = 0 are o singura solutie reald in raport cu y pe R, si anume f (x) =——.

3

Definitia 5.13. Dacd existd o singurd functie f (x) definitda pe o mulfime 4 care sd verifice ecuatia
F (x, y): Osi eventual si alte conditii suplimentare, spunem ca functia f (x) este definitd de ecuatia

F (x, y) =0, adica este o functie definita implicit, sau mai simplu functie implicita.

Propozitia 5.1. Fie A < R",n >1,x,un punct interior lui A, B < R §i y,un punct interior lui B; fie functia
reala F': AxB — R.Daca F (xo Yo ) = 0 si daca existd o vecinatate U < A a lui x i o vecinitate V' < B
alui y, astfel incat:

1. (‘v’)x e U fixat, functia y > F (x, y)este continua si strict monotona pe V;

2. (V)y eV fixat, functia x > F (x, y)este continud in x, ;

atunci:

a) existd o vecinatate U, < 4 alui x,si o vecindtate V; — B a lui y, astfel incat pentru orice punct
xeU,fixat, ecuatia in y, F (x, y) =0 sa aiba o singura soluie in V,

y=f(x):Fx, f(x))=0,x e U,,
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b) functia impliciti f(x): U, — V,, definiti de ecuatia F(x,y)= 0 verifici egalitatea f(x, )=y, si
este continud, in x .
Inlocuind 2 prin conditia:
2", Pentru orice y €V fixat, functia x > F (x, y) este continud pe U (nu numai in Xx,), atunci functia
implicitda f (x) este continud pe U, (nunumi in x,).
Teorema 5.12. Fie A < R",n >1,x,un punct interior lui A, B < R §i y,un punct interior lui B; fie functia
reala F': Ax B — R astfel incat F(xo,y0 ) =0. Daca:
1. Functia F (x, y): F (xl,xz,...xn, y) are derivate partiale F),F/ ..., F, ,F] continue pe o vecinatate
UxV alui (xo,yo);
2. F}f(xo,yo);t 0;
atunci :
a) existd existd o vecindtate U, = 4 a lui x,si o vecinitate V, = B a lui y, si o functie unica
y= f(x) :U, > V,,astfel incéat y, = f(xo)si F(x,f(x)): 0,pentru x €U,
b) functia f (x) =f (xl,xz,...,xn) are derivate partiale fx'l , fx'2 yooes [ ’n continue pe U, si acestea sunt

X,

date de relatiile:
fxi :_W7XEU091219’1
L, flx
¢) daca F derivatele partiale de ordinul k sunt continue pe U x V', atunci functia implicita f are derivate

partiale de ordinul & si acestea sunt continue pe U .
Pentru cazurile n=1, respectiv n=2, teorema anterioara devine:
Teorema 5.13. (n=1) Fie F (x, y) o functie definita intr-o vecindtate ¥ — R* a unui punct (xo , yo) si care se
anuleaza 1n acest punct: F (xo » Vo ) =0. Dacd F are derivate partiale F,F, continue pe V, iar
F) (xo » Vo ) # 0, atunci exista o unica functie (/)(x) definita si continud intr-o anumita vecinatate a lui x,, cu

o(x,)=y, si astfel ca functia y = @(x) si fie o solutie a ecuatiei F(x,y)=0, adici F(x,p(x))=0.

Functia ¢ are derivatd continud si are loc egalitatea: (p'(x) = —M (y = (p(x)).

] b
F, (x, y)
Teorema 5.14. (n=2) Fie F' (x, y,z) o functie definita intr-o vecinatate ¥ < R’ a unui punct (xo Voo ZO) si
care se anuleaza n acest punct: F’ (xo »Vo»Zo ) = 0. Daca F are derivate partiale /7, F),F"| continue pe V, iar
F!(x,,7,,2,)#0, atunci existd o unica functie f (x, y) definitd §i continud intr-o anumitd vecindtate a lui

(xo,yo), cu f(xo,yo): z, si astfel ca functia z = f(x,y) sd fie o solutie a ecuatiei F(x,y,z) =0, adica

. | S aile: 7(x) o Fr B
F(x,y, f(x,5))=0. Functia f are derivate partiale continue si au loc egalitatile: f!(x)=— 7 fo=- 7
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5.9.Probleme rezolvate

. . . .. 2 %,(x,y)#(0,0)
1. Sa se studieze continuitatea functiei f:R° > R, f (x, y) =3x"+4y .

L (ny)=(00)
Solutie:
fn mod evident, functia f este continua pe R* —{(0,0)}.
Calculam limita in punctul (0,0).

Fie {(x,.y, )}neN astfel incat x, > 0,x, #0 si y, =mx, .

n—>0

Astfel (xn ,yn) - (0,0) si (xn sV ) # (an)-

n—>0

) __ X,mx, m
n

xﬂyn
Avem f(xn,yn)=—:>f(x mx i = Tram?”

2 2 no
x +4y;

. m
Deci f(xn,mxn )n:)wm .

Cum limita depinde de valoarea lui m, functia din enunt nu are limita in punctul (0,0), deci, cu

atat mai mult, nu este continud in acest punct.

4x3y
2. Fie functia /:R> >R, f(x,y)= x4+—2y4,(x,y)¢(0,0) |
0 , (x,»)=(0,0)

Si se arate ci este continui partial in raport cu fiecare variabild in toate punctele lui R*, (deci si in

(0,0)) dar nu este continua in (0,0).
Solutie:

Evident f este continui pe R* — {(0,0)}, deci conform teoremei precedente este continua partial

in toate punctele lui R* — {(0,0)}. Vom arata ca f este continud in raport cu variabila x in origine si

vom deduce ca ea este continud si in raport cu y, deoarece x si y au roluri simetrice.

3
Avem lirr(} £(x,0)= lirr(}ix—o(i =0=£(0,0), ceea ce justifica afirmatia precedenta.
X—> =0 x —+

Vom studia continuitatea lui £ in (0,0).

Pentru x, ———0s1 y, = mx, avem:
n—o n n
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4x’y, _ 4m

XV, )= = .
f) xb+2yt 1+2m?
. 4m . .
Deci f(x,,v,) —> 5, limita ce depinde de m.
! 1+2m

Deducem de aici ca fnu are limita in punctul (0,0), deci fnu este continua in (0,0).

3. Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul intai ale functiilor
a) f:R* >R, f(x,y):x3y2 +5x%yr —xy -2y,

by £ R —{(00) - R, f(ry)=Smt )

x*+y?
Solutie:
Aplicand regula de calcul pentru derivatele partiale obtinem:

a) ZL(X,y)Zbczyz +10xy° — y, ?(X,y)=2x3y+10x2y‘x_2
X Y

b) of (x,y) = cos(x + 3y)(x(2x:ri/;)2—)zsin(x +3y2x

2

of B cos(x+3y)3(x2 +y2)— sin(x+3y)2y
_(x, )_ (x2+y2)2

4. Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul doi pentru functiile:

a) f:R* >R, f(x,y):2x3y+x2y2—3x2y+4x

b) f:(0,0) >R, f(x,y)= x’iyy.

Solutie:
a) Calculam mai intdi derivatele de ordinul intai ale lui f.

%(x,y):6x2y+2xy2 —-6xy+4,

Oox

%(x,y): 2x° +2x%y = 3x7%,

oy

Derivatele partiale de ordinul doi ale lui f'sunt:
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2

0
K{(x,y): 12xy +2y2 -6y

2
ﬂ(x,y): 6x” +4xy — 6x
0yOx

82
E{(X,J’F%z

o’ f
OxOy

(x,y)=6x? +4xy — 6x

Se observa ca cele doud derivate partiale mixte de ordinul doi ale lui f coincid, pentru ca, dupa
cum se poate verifica imediat, este satisficutd conditia (de continuitate) ce apare in consecinta

criteriului lui Schwarz, consecinta 4.1.

5. Si se arate ci pentru functia f:R* > R f(x,y)=x"y> —5xy +cos(2xy), au loc relatiile:
Y Y Y Y !

a) g_o = (x - y)(S —2xy + 25in(2xy))
ox Oy

o’ f o' f o’ f :
b) 2xy ooy — (xz e +y° v = 2xy(2xy -5- 2s1n(2xy)).

Solutie:

a) Intr-adevar avem:

Zl =2xy® -5y —2ysin(2xy)
x

&

=2x%y —5x —2xsin(2xy).
oy

Astfel obtinem:

oa_o
ox Oy

= (x — y)(5 —-2xy+ 25in(2xy))

=2xp(y —x)=5(y — x)—2sin(2xy )y — x) =

b)Calculand derivatele partiale de ordinul doi avem:

o f _
ox?

2y% — 4y cos(2xy)

2
of =2x" —4x’ cos(2x )
oy’ 4
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o’ f
Ox0Oy

=4xy —5-2sin(2xy) —4xy cos(2xy)

Astfel avem:

2y O _(xz of ﬁf}

oxoy ox’ 7 ox’
= 2xy(4xy —5-2sin(2xy) —4xy cos(ny))—

(2l 4y cosl2m ) 17 or e cosl2)-

= 2xy(2xy —5-2sin(2xy)).

6. Si se arate ci functia f:R*—>R f(x, y)zln(2x2+2y2) satisface ecuatia lui Laplace:

2 2
LI
ox~ Oy

Solutie:

Avem:

o Ax  2x o _ 4y 2xy
o 2xP 42y xXP+yt

oy _2x2+2y2 :x2+y2 '
Astfel derivatele partiale de ordinul doi sunt:

o f _ 2(x2 erz)—4x2 _ 2y° —2x°
o’ (x2 + y2)2 (x2 +y° )2 ’

o’ f 2x*-2y°
axz (x2+y2)2

Prin insumarea celor doua relatii gdsim intr-adevar:

i,
x> oy’

0.

Deci functia data satisface ecuatia lui Laplace.

7. Si se determine diferentiala de ordinul unu in punctul (-2,1) pentru functia f:R> >R,
fle,y)=—-2x*y+x’y* =3y +5x

Solutie:
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o

—=-8x'y+3x’y’+5=>
0x

gf( 2,1)=-8-(=2) - 1+3-(=2) -1’ +5=-64+12+5=-47
X

z=—2x4+2x3y—3:

%(—2,1):—32+2(—2)3—3:—32—16—3:—51

df = Zf dx + af dy = df (- 2,1) = —47dx —51dy.

8. S se calculeze diferentialele de ordinul unu, respectiv doi, ale functiei fin punctul (0,1).

f:R* >R, flx,y)= el
Solutie:

Fara sa mai punem in evidentd argumentele functilor care apar, avem:

g_ 2xet g 8ye"

2

ox oy
= df =2xe" " dx+8ye dy.
Notand cu df,, diferentiala functiei f'in punctul dat, avem:

df, =8e'dy .

Pentru a obtine diferentiala de ordinul doi calculdam derivatele partiale de ordinul doi ale lui f-

Avem:

882{ 2 x+4y +4 2 x+4y
X

2
a f _ 8e)c2+4y2 + 32')/’2€)c2-%—4y2 ,

aZf x?+4y?

=16xye
OxOy 4

Obtinem d* f = (2 +4x? )ex2+4y2dx2 +32xpe’ M dxdy + (8 +32y? )ex2+4y2 dy’.
Notand cu d” f;, diferentiala de ordinul doi a functiei fin punctul dat, avem:

d’f, =2e*dx” +40e*dy”.
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9. Sa se determine y'si y"dacd y=y (x) este functia definita implicit de ecuatia:

¥’ +x*y’ +x* +y =0 in vecindtatea punctului (0,0).

Solutie:
FieF(x,y)=y" +xy* +x*+y, (x,y)eR’.
Evident, F este de clasi C' pe R”.

6—F(x,y) =2xy" +2x.
0x

Z—i(x,y):5y4+3x2y2 +1.

oF

a(x,y);to.

Astfel ecuatia F(x,y)=0 defineste pe y ca functie de x in vecindtatea oricarui punct (x,,y, )
din multimea R’ care verificd ecuatia datd. Punctul (0,0) satisface aceasta conditie.
Pentru orice x dintr-o vecinatate a punctului x ,, ecuatia data are solutie unica y(x) iar derivata

acesteia se calculeaza cu formula din teorema 4.13:

oF
(x, v(x))
V)= -2 -

—(x, ylx
7 (o)
Astfel pentru orice x din vecinitatea lui 0 ecuatia dati are solutie unicd y = y(x).

Calculand derivatele acestei functii obtinem:

) 2xy* +2x S,
y(X)Z—m, adica y(O)ZO
y (2y3 +2x3y2y'—i-2x5y4 +3x%y’ +1)—(2xy3 +2xX20y3y'+6xy2 +6x2yy')
y (x):_ 4 2 2 2
(Sy +3x"y +1)

2xy’ +2x 2xy° +2x
2y +6xp°| = [+ 2|5yt +3x%y? +1)-(2xp° +2x]) (20y° +6x7y )| - |+ 6x)7
( Y Y ( 5y4+3x2y2+1j J( Y Y ) ( Y {( Y y{ 5y +3x7y* +1 4

(Sy4 +3x7y7 + 1)2
Obtinem: y"(0)=2.
10. Sa se determine y'si y"dacd y=y (x) este functia definita implicit de ecuatia:

y* +x° —1=0 in vecinatatea punctului (0,1)
Solutie:

Fie F(x,y)=y+x’ -1, (x,y)eR>.
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Evident, F este de clasa C' pe R*.

9 (x,v) =27 +5x°
ox

oF

9 (x.y)=2
Y (x,y)=2y

a—F(x,y);tO,daC.'?l y#0.
o

Astfel ecuatia F(x,y)=0 defineste pe y ca functie de x in vecinitatea oricdrui punct (xo, yo) din
multimea R?, cu y, # 0, care verifici ecuatia datd. Punctul (0,1) satisface acesti conditie.

Pentru orice x dintr-o vecindtate a punctului x ;, ecuatia datd are solutie unica y(x) iar derivata

acesteia se calculeaza cu formula din teorema 4.13:
or

o2
y'(x)=

-
& )

Astfel pentru orice x din vecinitatea lui 0 ecuatia data are solutie unicd y = y(x).

Calculand derivatele acestei functii obtinem:

4
y'(x)= _Iyasy , adicd y'(0)=-1.
2y

y (2y’+20x3)2y—(2y+5x4)(2y') 40x’y —10x*y’
Yy (X)Z— 4 2 == 2
y 4y

Obtinem: y"(0)=0.

11.Sa se determine y'si y"dacd y=y (x) este functia definita implicit de ecuatia:
4x* —xy+y* —4=0 in vecinitatea punctului (1,1).
Solutie:
Fie F(x,y)=4x> —xy+y* -4, (x,y)e R*.

Evident, F este de clasa C' pe R>.

oF

a—(x,y)Z 8x—y
X

OF (xy)=—x+2y

oy

oF

~—(x,y)#0, dacd —x+2y#0.
oy
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Punctul (0,1) satisface conditiile: F(1,1)=0si —1+2 =10, astfel cd pentru orice x dintr-o
vecindtate a punctului 1, ecuatia datd are solutie unicd y = y(x), iar derivata acesteia se calculeazd cu

formula din teorema 4.13:

oF
= (xy(x))
y'(X)=——g;§ ’

—x, ylx
oy )
Astfel pentru orice x din vecinatatea lui 1 ecuatia datd are solutie unicd y = y(x).

Calculand derivatele acestei functii obtinem:

y'(x)=—- _8;6_:;); , adicd y'(1)=-7.
y,,(x):_(S—y )(—x+2y)—(8x2—y)(—1+2y):_15y—15xy2 adica y"(l)=—15+105 — 120
(—x+2y) (—x+2y) 1

12.Sa se determine derivatele partiale de ordinul intai si doi ale functiei z definite implicit de

ecuatia:

3x7—y*+z" -3xz+2y=0.
Solutie:
Fie F(x,y,z)=3x"—y* +2* —3xz+2y.
Evident F este de clasa C' pe R’.

Derivatele ei partiale de ordinul intai sunt:

a—F=6x—3z, a—F=—2y+2, a—F=2z—3x.
ox oy oz

Ecuatia F(x,y,z)=0defineste pe z ca functie ce depinde de x si y in vecinitatea oricdrui punct
. o ;
(xo,yo,zo) din multimea: 4 = {(x,y,z)e R /F(x,y,z)z 0,2z—-3x# 0}.
Aplicam formulele din teorema 4.14 calculam derivatele partiale de ordinul intai ale lui z:

oF oF
_ox (ny.2(x.y)) 0 (1 y)=— O (x,yazgx,y))

s —\X -
OF (x,y,2(x,y))" oy OF (x,,2(x,))
Oz 0z

a(an’):

Obtinem:

oz 6x—-3z 3z-6x Oz -2y+2 2y-2
—(r.y)=- - , —(xy)=- = .
2z-3x 2z-3x Oy 2z-3x 2z-3x

Pentru calculul derivatelor partiale de ordinul doi vom deriva, tinind cont de faptul ci z = z(x, y)

in relatiile obtinute.
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Astfel gasim:

3% —6)(22—3x)—(3z—6x)(262—3J

8_22(x ):32—6)6:( ox ox
o T2 (2z-3x)

33270% ()02 -3x)- (32— 6x) 23270 _3
2z-3x 2z-3x

(2z-3x)

9z—-18x—-12z+18x (22—3x)—(3z—6x) 6z—12x—-6z+9x
2z-3x 2z-3x

(2z-3x)

(-32)2z-3x)-(3z—6x)(-3x) —62> +18xz—18x"

(2z-3x) (2z-3x)

2(22—3x)—(2y—2)(282J 4z—6x—(2y—2)[2

2y—2j
8_22(x ) _ 5y _ 2z-3x
ey (2z-3x) (2z-3x)

(4z—6x)22-3x)-(2y-2)4y—4) _ 82" -8y’ +18x" —24xz+16y -8
(2z-3x) (2z-3x)

_\ 2z-3x _
(2z—3x)
[6)}_6}(22—3)6)—(32—6 )(4)} 4)
_\2z-3x 2z-3x) _ 6xy —6x
(22—3x)2 (22—3x)3 '
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6. INTEGRALE DUBLE SI TRIPLE

6.1. Notiunea de integrala dubla
Fie D < R? o multime inchisd i marginitd (compactd) si f : D < R* — R o functie marginita pe D.
Definitia 6.1. Se numeste diviziune a domeniului D un sir finit de submul{imi inchise i marginite ale

i D, D,,D,,....,D,, ce au proprietatea ca au interioarele disjuncte doud cate doud, iar reunite dau multimea

D, adica D.nD; =0,i # j; UD, = D. Se mai spune ca ele formeaza o diviziune A a domeniului D.

i=1

Definitia 6.2. Numarul pozitiv, notat cu d,, dat de relatia d, = sup d(P,Q), unde d(P,Q)
P,QeD;

reprezintd distanta euclidiana dintre P si Q , puncte din R* se numeste diametrul submultimii D, .
Exemple:

D, - disc circular impreuna cu frontiera sa = d, este diametrul sau;

D, -suprafata dreptunghiulard = d, este lungimea diagonalei dreptunghiului

Definitia 6.3. Se numeste normd a diviziunii A , numarul notat ||A , dat de ||A|| =maxd,.

i=l,n
Definitia 6.4. Fie A o diviziune a lui D, o,,®,,...,o, ariile corespunzitoare multimilor inchise si

marginite D,,D,,....,D, ale diviziunii considerate, iar P, (fl 1, ) € D, cate un punct intermediar din fiecare
—_ n

D,,i=1,n, expresia o, ( f,P ) = Z f (§l 1, )a)l. se numeste suma Riemann a functiei f relativa la
i=1

diviziunea A si la punctele intermediare P.,i =1,n.

Definitia 6.5. Se numeste suma Darboux inferioard a functiei f relativa la diviziunea A expresia

Sy (f) = Zn:ml.a)l. ,unde m; = inf (x,y), i =1,n (feste presupusi marginitd, deci dm, (V)i =1,n).

pay x,y)eD

i

n

Expresia S, (f) = ZMl.a). , unde M, = sup f(x,y), i=1Ln, se numeste suma Darboux

1 1
i=1 (x.y)eD;

superioard a functiei f relativa la diviziunea A.

Observatia 6.1. Sumele Darboux nu depind de alegerea punctelor intermediare si verifica relatia
s\(f)2e.(f.R)<S8.(f).

Definitia 6.6. Spunem ca functia f : D < R* — R este dublu integrabild (integrabild) pe compactul
D, daca exista un numar real / cu proprietatea ca (V)g >0, (3)5 (8))0 astfel incat pentru orice diviziune A, cu
||A||<5(8) si orice alegere a punctelor intermediare P, € D; sd avem: |0A ( S/ ,E)—I | <& (sirul sumelor

Riemann pentru diviziuni cu normele tinzand la zero este convergent).

Numarul / cu proprietatea de mai sus se numeste integrala dubla a lui f pe D si se noteaza

=[] s sy
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Criterii de integrabilitate
Criteriul I. Functia / : D < R> — R ste integrabili pe compactul D daca si numai daca oriare ar fi
sirul de diviziuni {A » }peN cu HA pH — 0, sirul sumelor Riemann {o- s, ( 1P’ )}pEN convearge catre / pentru

orice alegere a punctelor intermediare.

Criteriul II. (Darboux) O functie marginitd este dublu integrabila pe D daca si numai dacad pentru

orice &£>0, existd numarul 5(6))0, astfel incat pentru orice diviziune A cu ||A||<5(8) sd avem

Su(f)=s.(f)ee.

Criteriul III. Daca f'este continua pe D atunci f este integrabila pe D.

6.2. Proprietati ale integralelor duble

1. Dacd f,g:D — R suntintegrabile pe D si 4,1 € R, atunci functia Af + ug este integrabila pe D si

avem:

([, )+ gl )by = A[[ £ (x, y)ewely-+ | | &, y elwely.

2. Dacd f'este integrabila pe D si D se descompune in doud subdomenii disjuncte D,, D, (ca in figurd),

printr-o curba C, atunci f'este integrabila pe D, sipe D, si are loc relatia:
[[ 7Gx,y )xdy = [[ £ (. y)aixdy + [[ £ (x, )dxdy
D Dy D,

Proprietatea poarta numele de aditivitatea integralei duble fatd de domeniul de integrare.

_A
4

v

0] X

3. Daca functia f'este integrabila pe D si f (x, y) >0 (V)(x, y) € D, atunci j I f (x, y)dxdy >0.
D

Astfel,daca f'si g sunt integrabile pe D si (x, y) 2 g(x, y) atunci

J- J. f (x, y)dxdy > J- J. g(x, y)dxdy (proprietatea de monotonie a integralei duble).
D D

4. Daca functia f'este integrabild pe D, atunci si | f | este integrabila pe D, iar

[[1 G, )bty < [[| £ Cx, ey

5. Daca m < f(x,y) <M, (V)(x, y) € D, atunci existd un numdr u € [m,M] astfel incat:
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[[ £ (x, y)dxdy = paria(D).
D
6. Daca feste continua pe D atunci exista un punct (5, 77) € D astfel incat:

[] 1, y)xdy = £(£,n)aria(D).

6.3. Interpretarea geometrica a integralei duble

Sa considerdm un reper cartezian in spatiu si un domeniu D situat in planul xOy. Fie f:Dc R* - Ro
functie integrabilad pe D.

Volumul V, al corpului cilindric ce are ca bazd domeniul D, generatoarea paraleld cu axa Oz si este

marginit in partea de sus de suprafata S, de ecuatie z = f (x, y), se calculeaza cu formula:

V= Hf(x,y)dxdy.

1 A f(xy)
\/—\_J
0 Yo
r'\/_'\> "

D

-

Daca f (x, y) = 1,(V)(x, y) e D, suprafata S va fi paraleld si congruentd cu D, iar Indltimea h a cilindrului

drept format va fi egald cu unitatea. Astfel, volumul cilindrului va fi: V' = aria(D)h = aria(D)-1= aria(D).

Deducem de aici relatia: _[ I dxdy = aria(D).

D

6.4. Calculul integralei duble
in general calulul integralelor duble se poate reduce la calculul unor integrale simple.
Teorema 6.1. Daca f :/ = [a,b]x [c,d ] — R este marginitd si integrabild pe / si dacd pentru orice

d
X € [a,b] exista integrala F (x) = _[ f (x, y)dy Jjar (x) este integrabild pe [a,b] , atunci:

c

Hf(x,y)dxdy = j).U. f(x,y)dy]dx .

b
Observatia 6.2. Daca pentru orice ) € [c,d] exista integrala F (y)z J f (x, y)dx Jjar F' (y) este

integrabila pe [c, d ] , atunci:
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d(b
[[Ce, 3 )exety = f{ [r (x,y)dX]dy -
1 c\a
Observatia 6.3. Daci f(x,y)= f,(x)f,(y), cu f,, f, integrabile pe [a,b], respectiv [c,d], atunci

b d
j _[ £, y)dxdy = j £1(x)dx j £, (v)dy (integrala dubli se calculeazi ca un produs de integrale simple).
1 a c

Exemple:

1. Sa se calculeze ” (3+2x )1+ xy xdy, I = [1,4]x[0.,1].
1

v

Putem aplica si teorema precedentd dar si observatia ce-i urmeaza. Calculam integrala in ambele

moduri.

Varianta 1- vom face mai intdi integrarea in raport cu variabila y si apoi in raport cu variabila x (ca in

teorema).

1
Calculdm astfel pentru orice x din [1,4] valoarea integralei .[(3 +2x 1+ xy)dy .
0

) 1

1
F(x)z_[(3+3xy+2x+2x2y)dy:(3y+x332/ +2xy+x2y2J
0

0

:3+37x+2x+x2

F este integrabila pe [1,4] , fiind o functie continua pe acest interval.

Aplicand teorema precedentd deducem ca:

o Tx 5\, x> X’ )
”(3+2x)(1+xy)dxdy—j[3+7+x )dx_(3x+ 1 +?Jl,

I 1

Astfel H (3+2x )1+ xy Mxdy = % .
1

Varianta 2 - schimbam ordinea de integrare, integrand mai intai in raport cu x, deci:

[[3+2x )1+ xy Jixdy = jfU (3+3xy+2x+ 2x2y)dedy = :[[24 +%yjdy -

I 0\l

1
:(24y+%yzj

0

_2s
4

1. Sé se calculeze [f (1 +x* N+ y Yy, I =[-13]x[1.2].
1

72



7

-1 0 3 x

v

Varianta 1- Integram in raport cu variabila y mai intai, iar apoi in raport cu variabila x.

2
Calculam astfel pentru orice x din [— 1,3] valoarea integralei j(l +x’ )(x + y)dy .
1

2

=(1+x2{x+iJ=x3+§x2+x+é.
1 2 2 2

F(x)= (1+x2)j(x+y)dy = (1+XZ{W+%ZJ

F fiind o functie continua este integrabila pe[-1,3].

Obtinem:

”(1+x2)(x+y)f’xdy = j()f +%x2 +x+§jdx:(x_4+x_3+x_2+3_xj

I ’ 2)7 L4 22 2

3

=44

-1

Astfel ” (1 + xz)(x + yMxdy = 44 .
I

Varianta 2 - schimbam ordinea de integrare:

”(sz)(“y)dxdy:j(j(xa+xzy+x+y)dx}y:j[x_“+x_3y+x_2+ny

I 1\ 4 3 2

3
dy =

-1

2

2 2
:j(20+?y+4+4yj‘dy:j(24+4—30yj‘dy :(24y+?y2j =44
1

1

1

3. Sd se calculeze ” ™ dxdy, I =[0,4]x[0,2].
1

y 4

v

2x+y :eQX .ey

Observam ca e
Folosind ultima observatie putem calcula integrala din enunt ca pe un produs de doud integrale simple.

Avem astfel:

4

”ez"”’dxdy = jez"dx . .z[eydy = lezx
I 0 0 2

-ey|z =%(e8 —1)(e2 —1).

0
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Definitia 6.7. Daca D = {(x, y)/ a<x<bh, (p(x) <y< l//(x)}, si @, sunt doud functii continue pe

[a,b] astfel incat plx)ap(x), (V)xe [a,b], spunem ca D este un domeniu simplu in raport cu axa Oy.

Definitia 6.8. Daca D = {(x,y)/c <y<d, go(y) <x< l//(y)}, si @, sunt doud functii continue pe
[c,d] astfel incat o(y)w(y), (V)y e [c,d], spunem ci D este un domeniu simplu in raport cu axa Ox.

Teorema 6.2. (Descompunerea integralei duble in integrale simple)
Fie f o functie definitd si integrabila pe domeniul D simplu 1n raport cu axa Oy. Daca pentru orice

(x)
X € [a b] exista integrala F f X,y dy iar F' ( ) este integrabild pe [a,b], atunci:
o(x)

<

I ki - ;[ ;}xwy}zx

a\ o(x)

Observatia 6.4. Analog, daca f este o functie definita si integrabila pe domeniul D simplu in raport cu

v(y)
axa Ox, si dacd pentru orice y € [c d ] existd integrala F' ( = j- f X y)dx, iar I (y) este integrabila pe
)

oy

[c,d]. atunci:

ﬂ S, y)dxdy = | [ij x, y)dXde-

(v
Observatia 6.5. Daca domeniul D nu este simplu in raport cu nici una din axe, atunci domeniul D se
imparte in subdomenii simple in raport cu una din axe.

Exemple:

1. Sa se calculeze ” (2x—3 y)dxdy, unde D este domeniul din plan marginit de dreptele
D

y=x,y=3x,x=1x=2.

0 —_—D

1 2 X

D poate fi definit astfel: D = {(x, y)/ 1<x<2,x<y< 3x}, deci este simplu in raport cu axa Oy.
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3x

w

Astfel: F:[1,2]— R, F(x)= ' (2x-3y)dy = [2xy —%yQJ =—8x”, aceasta fiind integrabild pe

=

x

domeniul de definitie.

2
Avem deci: _|.J. (2x =3y )dxdy :j_ 8x’dx = —§x3
D 1

2. Sa se calculeze ”(x+3 yz)dxdy , unde D este domeniul din plan marginit de dreptele
D

y=0,y=2,x=0,y=—x+3.

DN

3

Domeniul este simplu in raport cu axa Ox deci:
2/ 3-y 2/ 2 3=y
H(x + 3y2)dxdy = J[ J(x + 3y2)dedy = j(x?-‘r 3y2xj

dy =

D 0 0 0

0

2
2 19 9 3 19 3, 9
“3y =y 3y |y = - - )
!(yzy yzjy(4 Yy

0

6.5. Schimbarea de variabila in integrala dubla

Fie D un domeniu mirginit de o curbd simpla inchisd I", situat in planul xOy si D' un domeniu
marginit de o curba simpla inchisa I'’, situat in planul #O'v , si corespondenta
X = a(u,v)
{y = plu,v)
cu a,f: D" — R, functii (bijective) care asociaza fiecarui punct din D" un punct in D si invers, realizand o

corespondenta biunivocad intre cele doud domenii. Aceastd corespondentd poartd numele de transformare

punctuala (biunivoca), sau mai simplu transformare.

Definitia 6.9. Transformarea se numeste regulata in punctul (xo, yo)interior lui D', daca functiile

) ) ) ) . ) Dix, .
a si [ au derivate partiale continue in acest punct, si daca determinantul, notat cu E y)) , dat de relatia:
u,v

oa oa
D(xay)zéu ov
D(u,v) |98 0B)

ou Ov

este nenul in punctul considerat.
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D
Definitia 6.10. M poartd numele de jacobianul transformarii.

D(u,v)

Definitia 6.11. Corespondenta dintre D' si D se numeste directd, dacd atunci cand un punct se
deplaseazd pe I'" in sens trigonometric (direct), punctul corespunzitor se deplaseazd pe I tot in sens
trigonometric. in caz contrar corespondenta se spune ci e inversa.

Teorema 6.3. (Formula de schimbare de variabila la integrala dubla)

Daca functia f este continud pe domeniul D marginit de curba inchisa I', si transformarea

X = a(u, v)
{y = plu,v)

, a,f:D"— R este regulatd pe D', atunci are loc:

dudv .

J;J-f(x,J’)dxdy = J;J-f(a(u,v),ﬂ(uﬁv)*;((zzi’))

Observam ca pentru a realiza corect o schimbare de variabila trebuie sa avem in vedere trei elemente:

1.Faptul ca vechiul domeniu D (parcurs de (x, y)) trebuie inlocuit cu noul domeniu pe care se va
calcula integrala, si anume D', domeniul parcurs de noile variabile (u,v);

2.Faptul cé integrandul trebuie sa contind numai noile variabile (vechile variabile se inlocuiesc peste
tot cu noile expresii), formal £ (x,y)se inlocuieste cu £ (cx(u,v), B(u,v));

3.Faptul ca integrarea se va face in raport cu noile variabile, ceea ce formal inseamna cd dxdy trebuie

D(x,y)
D(u,v)

dudv .

substituit si el folosind relatia: dxdy = ‘

Exemple:

1. Sa se calculeze j I xydxdy , unde D este un sfert de disc ce are centrul in origine si raza 3.
D

Vom calcula aceasta integrala utilizdnd trecerea de la coordonatele carteziene la cele polare, data de

X =rcost
y=rsint

Pentru ca (x, y) sd parcurgd domeniul D din enunt trebuie ca r € [0,3], te [O,%} .

transformarea de coordonate:

a(r, t) =rcost

Consideram deci functiile o, f: D' = [0,3]>< [O,E} — R date de .
2 Blr,t)=rsint

76



Jacobianul acestei transformari este:

D(x,y) _
D(r,t)

cost —rsinf|

0
] = r # 0, pentru toate punctele din D' = (0,3)>< [0,2) .
sint  rcost 2

x = a(r,t)=rcost

. este deci o transformare regulatid ce duce domeniul D in D'si
y= ,B(r,t): rsint

Transformarea {

invers.
Aplicand formula de schimbare de variabila 1n integrala dubla obtinem:

sin2¢dt = 27 -—(_ cos 1) _¥
4 4 |, 8

3 3

” xydxdy = ” r’sintcost - rdrdt = Jr3dr
D D’

0

4

. r

sintcostdt =—| -
4 0

S o [N
SN

1
2

2,2 . . o c oA .
2. Sa se calculeze ”e’“ “"dxdy , unde D este semicoroana circulara cuprinsa intre cercurile cu centrele
D

in origine si de raze 1 si 4.

X

Aceeasi schimbare de variabile ca In exemplul precedent transforma domeniul D intr-un interval
bidimensional, D' =[1,4]x[0,7]. Astfel avem:
4

J.J‘exz”’zdxdy = J.J‘e’zrdrdt = j‘e/ rdrjdt = 7z'~_|‘er2 -Zdr = ﬂ-l-er
D 1 0 1 2 2

D'

' =%(e‘6—e‘).

1

6.6. Aplicatii ale integralei duble

1. Calculul volumelor unor corpuri

V, volumul unui corp marginit lateral de un cilindru cu generatoarele paralele cu axa Oz si care are la
bazd domeniul D din planul xOy, iar superior este marginit de suprafata de ecuatic z = f (x, y) se calculeaza

astfel:

V= ”f(x,y)dxa’y

D
2. Calculul ariei unei suprafete plane

Aria unei suprafete plane D se poate calcula cu ajutorul integralei duble astfel:
aria(D) = H dxdy
D

3. Calculul masei unei plici plane

Masa, notatd cu M, a unei placi plane, de densitate variabild p, placd ce ocupa domeniul D, se

calculeaza cu formula:
M =[] plx, y)dxdy.
D

4. Aflarea coordonatelor centrului de greutate al unei pliaci plane omogene
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Coordonatele lui G, centrul de greutate al unei placi plane situatd in planul xOy , ce ocupa domeniul

D din acest plan, sunt date de relatiile:

J‘ _[ xdxdy _[D J‘ vdxdy

D s

> YV .
I J- dxdy ¢ I J- dxdy
D D
Daca placa nu este omogena ci prezintd o densitate variabila p , avem formulele:

[[xo(x, y)dxdy [[yolx, y)dxdy

) Lﬂp(x,y)dxdy T Lﬂ plx, y)dxdy

Xg

5. Aflarea momentelor de inertie pentru o placa plani omogena

Considerand o placad situatd in planul xOy, ce ocupd domeniul D din acest plan si notind cu

1,,1,.,1 o, momentele de inertie In raport cu originea si cu axele de coordonate Ox si Oy avem relatiile:
I, = ”.(x2 +y? )dxdy I, = Hyzdxdy . 1, :”xzdxdy :
D D D
Daca placa nu este omogena ci prezintd o densitate variabila p , avem formulele:
I, = IDI(xZ + 3 olx,y)xdy , 1,, = IDIyzp(x,y)dxdy Iy, = IDIxzp(x,y)dxdy -

Exemple:

1. Sa se calculeze volumul unui paraboloid de rotatie de inaltime / si raza bazei R, ecuatia unui astfel
e h
de paraboloid fiind z = —2(R2 -x* =y’ )
R
Baza acestui paraboloid este un cerc de raza R, cu centrul 1n origine. Avem deci:

V= H%(Rz -x° —yz)dxdy‘
D

X =rcost

Trecand la coordonatele polare { ., deducem ca r €[0,R], t €[0,27].
y =rsint

Obtinem:

R
h T 2mh( R hR’
V:—2J‘(Rz—rz)m’r-_[dt:—2 U
R 0 R 2 4 ), 2

2. Sa se regaseasca formula pentru calculul ariei unui disc de raza R.

Notand cu D domeniul ocupat de disc si cu 4 aria sa, avem relatia:

A= J. J.dxdy‘
D
Trecand la coordonatele polare obtinem:
2z R 52 R
A= ”rdrdt = J‘dt-J‘rdr =2r-—| =aR’.
D' 0o 0 2],
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3. Sa se afle pozitia centrului de greutate al unei placi plane omogene avand forma unui sfert de disc
de raza 4.

Folosind formulele de mai sus si trecerea la coordonatele polare si tindnd cont ca pentru a parcurge un
. T
sfert de disc deraza R, r € [0,4], te {O,E} , avem:

7Z'

J.J‘ xdxdy J. ridr- _f costdt

3 e 6
dedy R e =
4
3
dxd dr- d
, :J[;[yxy:?[r !mtt: 1 _34.(_0084);[:E
7 [[axay 74’ 4z 3, o
b 4

Rezultatul confirma faptul ca centrul de greutate al placii se gaseste pe axa de simetrie a acesteia, care

este prima bisectoare a axelor de coordonate.

4. Sa se afle momentele de inertie ale unei placi plane dreptunghiulare de dimensiuni 2, 5, omogene,
fata de doua din laturile sale.
Consideram ca deptunghiul are unul din varfuri in originnea axelor de coordonate, lungimea O4 =2,

iar latimea OB =5 . Astfel momentul de inertie fata de latura OA4 (situatd pe axa Ox) este:

2 5 3
1o, = [[ydxdy = [dx-[ y*dy =2- %:3—25
D 0 0

In mod analog gasim momentul de inertie fatd de latura OB:

3
1s —jszdxdy 5 2—=4—30

Remarcam cd momentul de inertie este mai mare fata de latura de lungime mai mica.
6.7. Integrala tripla

Notiunea de integrala (Riemann) se poate extinde si pentru functii de trei sau mai multe variabile ntr-

un mod analog modului de extindere pentru functii de doua variabile.
Fie f:Dc R’ > R o functie marginitd definitd pe un domeniu inchis si marginit din spatiu.
Definitiile enuntate pentru integralele duble ramén valabile si pentru integralele triple inlocuind, acolo unde

.. . « e A - . A . . qe - . 3
apar, ariile prin volume, si tinand cont ca distanta este in acest caz distanta euclidiana din R .

Integrala tripla a functiei f pe domeniul D (limita sirului sumelor Riemann) se noteaza astfel:

H I f (x, v, Z)dxdydz , sau j ” fdv, iar daca nu apar confuzii j fdv.
D D D

Raman valabile si criteriile de integrabilitate de la integrala dubla, cel mai important fiind urmatorul:

O functie continua pe un domeniu Inchis este integrabila pe acest domeniu.
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Proprietatile integralelor duble, adica: aditivitatea si omogenitatea fatd de functii, aditivitatea fatd de
domenii (aici presupunem cd domeniul D este Tmpartit in doud subdomenii D,,D, printr-o suprafatd de
volum nul), monotonia si formulele de medie, se pastreaza si in cazul integralelor triple, chiar sub aceeasi

forma, mai putin formulele de medie, unde aria lui D e Tnlocuitd cu volumul lui D, iar integralele duble cu cele

triple.

6.8. Calculul integralelor triple

In cazul unei integrale triple, calculul se poate reduce la acela al unei integrale siple si al unei integrale
duble, sau la calculul a trei integrale simple.

In cele ce urmeazi vom presupune ci toate integralele scrise existd. In particular, acest lucru este
asigurat impunénd conditia ca domeniile sa fie inchise si functiile care intervin sa fie continue.

Daca D = {(x, y,z)/ (x, y) eo, (p(x, y) <z< l//(x, y)}, cu o domeniu inchis din planul xOy, de arie

S, iar functiile @,y definite si continue pe o , avem formula:

[N - ﬂ[

o

v(xy)
Jf(x,y,z)dz dxdy .
)

go(x,y
Dacé domeniul o este, de exemplu, simplu in raport cu Oy, adica

o={x,y)/a<x<b,alx)<y<p(x)},cua,p funcii continue pe [a,b], putem scrie:

b( B w(xy)
[[] 7 s = | | [ ;f<x,y,z>dz]dy

a\ a(x)\ o(x.y)
Daca domeniul o este, de exemplu, simplu 1n raport cu Ox, adica
o={x,y)c<y<d,a(y)<x<pB(y)},cu a, B functii continue pe [c,d], putem scrie:
d ply)[vixy)
17 sz = §| T [ ez e

D e\ al)\o(x.»)
Se pot scrie si alte formule pentru cazurile 1n care ordinea de integrare este alta.
6.9. Schimbarea de variabila in integrala tripla

x = alu,v,w)
Dacd {y = Bu,v,w); (u,v,w)eQ; a,p,yeC'(Q) M =0, atunci:
D(u,v,w)
z=y(u,v,w)

fﬂ (o, y,2)dxdydz = Iif flau,v, w). Blu,v,w), (v, w)): D@B1) vt

Cazuri importante de schimbari de variabila

3. Coordonate sferice
X = pcosfsing
y=psinfsing; p=>0,0¢ [0,27[], Qe [0,7[];
z=pcosQ

3. Coordonate sferice geenralizate
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X =apcosfsing
y=bpsinfsing ; pZO,He[O,Zﬁ],(pe[O,ﬁ]; ‘

‘ =abcp’ singp
zZ=cpcosQ
3. Coordonate cilindrice

x=pcosd

y=psind ; p20,96[0,27r],ze[h,H]; D((a,ﬁ,]/))‘:p
. u,v,w
Exemple:

1. Sa se caleuleze [[[(xy +3)xdydz, I =[0,1]x[2.4]x[1,2].
1

Domeniul pe care se caluleaza integrala este un paralelipiped dreptunghic, de diemnsiuni: 1,2,1. Putem
integra astfel in ordinea 1n care dorim.

Varianta 1. Putem scrie deci:

o+ bt - j(j{j (1 3)612}@})5 _ j(}{(xy 3 dz)dyjdx _ jU (o + 3)(Z)|j)dyjdx _

0\ 2\1 0\ 2

(R (e

Varianta 2.

4
1

dx = [ (6x +6)dx (327 +6x), =9

P 0

Vom calcula integrala schimband ordinea in raport cu care facem integrarea.

Astfel putem scrie:

o+ bt - jw o+3) dx}zyjdz _ j[ﬂy_+ 3xj

1

oo

:j{£%2+3y}jdx:j(3+6)dx=9x|12 =9

2. Sa se calculeze j I J Szdxdydz ,unde D este un fert de sferd de raza unitara.
D

Varianta 1.

Putem reprezenta domeniul D astfel:
Dz{(x,y,z)/xz+yz+z2 =1,x20,y20,220}=
= {(x,y,z)/xe [0,1J0<y <v1-x*,0<z</1-x* —)? }
Astfel avem:
R 1
[[[5zdxaydz = j{ [ [ jszdszy}x =§j,/(1_xz)3dx :
D 0 0 0 0
Calulam integrala ramasa facand schimbarea de variabila: x =cost =t € { 2} dx = —sintdt .
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Obtinem:

j\” x’ d ——fsm tdt—fsm tdt =

0

2

(1 cos2tj dt :i (1 2cos2t +cos’ 2t)dt—

'—.Nm
O o | Ny

1.315 ﬁlg 11, | 3
:Z(t—s1n2t)10 +Z£cosz2tdt =g §£(1+cos4t)dt —§+§t0 +Zs1n4tO =
Deducem ca:

L[ A1=a? (V122
53z _5m
JySdedydz:l ?[ [ JSzdszy x—3 TRRT

Astfel integrala din enunt are valoarea ?_76[ .

Varianta 2.

Pentru a calcula integrala precedentd putem folosi schimbarea de variabila in integrala tripla,

trecand la coordonatele sferice:

X = pcosfsing
y=psindsing ; pe[O,l],He{O,z}(pe{O,z} D(a, ) p’sing
2 21 | D(u,v,w)
Z=pCcosQ
Astfel avem:
kS S
J”Szdxdydz=f j jSpcosgop sinpdo |d6 dp =— J J J sin2¢pdg =.
D of of 0 0 0 0

511 1) 5
, 24212 2) 16

6.10. Aplicatii ale integralelor triple

1
£ 0 (0)0% (—%cos 2g0j

1. Calculul volumelor corpurilor

Calculul volumului unui corp, volum notat cu V, ce ocupa in spatiu domeniul D se face cu formula:

V=j}[jdxdydz.

2. Aflarea masei unui corp

Masa unui corp de densitate variabila ,u(x, y,z) ce ocupd domeniul D din spatiu se calculeaza cu

formula:

M = _[”y(x,y,z)dxdydz .

3. Aflarea coordonatelor centrului de greutate

Coordonatele centrului de greutate, G, pentru un corp omogen ce ocupa domeniul D din spatiu se afla

cu formulele:
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[[Jxddydz | l[ [ yaxaya: W

—__D — —
Xe == V¢ == > Zg =

V V V

Pentru corpurile neomogene a caror densitate este ,u(x, V, Z) avem:

J. ” x,u(x, y,z)dxdydz J. I y,u(x, y,z)dxa’ydz J. ” z,u(x, Y, z)dxdydz

"D _ D _
X6 = ; Yo = s ZG =

M M M

4. Aflarea momentelor de inertie
Momentele de inertie in raport cu axele Ox, Oy, Oz, in raport cu planele xOy, xOz, yOz, si in raport

cu originea O, pentru un corp omogen ce ocupa domeniul D din spatiu, se calculeazi astfel:

Lo =[]0 Ytz 1, = [[[o* = st 1, = [[](5" st
D D i
Lo, zmzzd’“dydz, Lo: =my2dxdydz, 1o, =mx2dxdydz,
lo= J.”(xz +y? +Zz)dxdydz.
D

In cazul unui corp neomogen de densitate £ , momentele de inertie se calculeaza analog flosind formulele:

I, —Jﬂ(y +z ) x Vs z)dxdydz 1, —_[”(x +z ),u(x,y,z)dxdydz,
1, = J_U(y +x ) x y,z)dxdydz
1, = JIIZZﬂ X, y,z)dxdydz , 1. = J_Uyzy(x,y,z)dxdydz Y S j”xzy(x, y,z)dxdydz ,
D D D
1, = _f”(xz +y? +22)y(x,y,z)dxdydz .
D

5. Calcularea potentialului newtonian sau gravitational al unui corp

Potentialul newtonian sau gravitational al unui corp D omogen, sau neomogen (avand densitatea ), in

punctul M (xo, Vos 2o ) , este dat de formula:

Vo) me x ) +(- yo) +(z-z,) o

Exemple:
1. Sa se calculeze volumul unui corp ce ocupd in spatiu domeniul D marginit de planele: xOz, yOz,

z=0, z=6, x+2y=4.
Aplicam formula: V' = j _[ Idxdydz.
D
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Observam ca putem scrie: D ={(x,y,z)/(x,y)e 5,0<z<6}, cu o domeniu inchis din planul xOy,

marginit de axele Ox, Oy si de dreapta x+2y=4. Observam ca el este un triunghi dreptunghic de catete: 4,

respectiv 2. Astfel o are aria S = 4—22 =4.

Obtinem deci:

Jydxdydz = g[idszxdy = @ dzj{;[dxdy —'S=6-4=24.

Observam ca D reprezintd o prisma dreaptd triunghiulara, ce are indltimea egald cu 6 um si baza un

triunghi dreptunghic de catete 2 um si 4 um.

3. Si se calculeze masa unui corp ce ocupa in spatiu domeniul D marginit de planele: xOz, yOz, z=1,
z=5, 2x+y=06, stiind ca densitatea este direct proportionald cu z, factorul de proportionalitate fiind

4,

Corpul are densitatea variabila u(x,y,z)=4z

Aplicam formula: M = ([[ u(x, y,z)dxdydz = M = [[[4zdxdyd: .
D D

Observam ca putem scrie: D = {(x,y,z)/(x,y)e o,1<z<5}, cu o domeniu inchis din planul xOy,
marginit de axele Ox, Oy si de dreapta 2x+y=6. Observam cd o este un triunghi dreptunghic de catete: 3,

respectiv 6. Astfel o are aria S = 3—26 =9.

Obtinem deci:

[[[4zdxaydz = [| U 4zdszxdy = U 4zdzJ [[dxdy =22°] § =2-24-9=432.
D o 1 1 o

3. Sa se afle abscisa centrului de greutate, G, pentru un corp omogen marginit de domeniul D

(portiune dintr-un elipsoid):
2 2
4yt +—=1, y=0
4 d 16 4
Abscisa centrului de greutate, pentru un corp omogen, se afla cu formula:

”j xdxdydz

Yo T [ [[avavaz
D

Vom folosi coordonatele sferice generalizate pentru calculul integralelor triple din formula:

x =2pcosfsing

a,p.7)

y=psindsing ; pe[O,l],Qe[O,ﬁ],(pe[O,ﬂ]; %‘z&ozsin(p
U, v, w

z=4pcosp

2pcosB@sing-8p” sinpdpd Odp

S =y
O — N

J.J;J‘ xdxdydz = _:[
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VII. ELEMENTE DE TEORIA CAMPURILOR

7.1. Vectori liberi. Expresii analitice ale operatiilor cu vectori (recapitulare)

In studiul stiintelor naturii apar trei tipuri de marimi: scalare, vectoriale, extensive (tensoriale).

Mai des intélnite sunt primele doua tipuri de marimi.

Marimile scalare sunt bine determinate prin cunoasterea unui singur numar real care exprima

in ce raport se gasesc ele fatd de o unitate de masura aleasa ca etalon (alegerea fiind conventionald).

Exemple de marimi scalare: lungimea, aria, volumul, masa, densitatea, lucrul mecanic,

temperatura, energia potentiald, energia cinetica, etc..

Spre deosebire de acestea, marimile vectoriale, pentru a fi bine determinate, au nevoie nu
numai de masura intensitatii lor ci si de alte elemente (origine, directie, sens). Ele se reprezinta prin

vectori.
Definitia 7.1. Numim vector un segment de dreapta orientat.
Elementele caracteristice ale unui vector sunt:
1. directie- data de dreapta suport
2. sens —dat de modul de parcurgere a segmentului
3. marime (sau modul) —data de lungimea egmentului
4. origine
Notatia folositd pentru a desemna un vector este: AB , unde 4 este originea, B poartd numele

de extremitate (sensul de parcurs fiind de la 4 la B). Marimea vectorului se noteaza cu HEH .

Vectorii mai pot fi notati pentru simplitate cu o singura litera astfel: @,v,,7,,....

Exemple de marimi vectoriale: forta, viteza, acceleratia, etc.
Un vector cu marimea egald cu unitatea poartd numele de vector unitar.

Vectorul pentru care extremitatea coincide cu originea se numeste vector nul. Marimea sa

este deci zero, directia si sensul fiind nedeterminate. El se noteaza cu 0.
Clasificarea vectorilor

Vectorii se impart in trei mari categorii:
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1. Legati - au originea intr-un punct fix din spatiu; de exemplu viteza unui punct material 1n

migcarea pe traiectorie.

2. Alunecatori - originea se poate deplasa in lungul dreptei suport; de exemplu forta care
actioneaza asupra unui solid rigid, deoarece punctul de aplicatie al acesteia poate fi situat

oriunde pe dreapta suport, efectul este acelasi.
3. Liberi- originea poate fi situatd oriunde 1n spatiu.

Definitia 7.2. Doi vectori sunt egali daca au aceeasi, directie, acelasi sens si acelasi modul. In cazul

vectorilor legati ei trebuie s aiba si aceeasi origine. .
Definitia 7.3. Doi vectori se numesc paraleli daca au aceeasi directie.
Definitia 7.4. Doi vectori se numesc coliniari daca au ca suport aceeasi dreapta.

Observatia 7.1. Pentru cazul vectorilor liberi cele doua notiuni coincid (a spune ca doi vectori sunt

paraleli este echivalent cu a spune ca sunt coliniari).

Definitia 7.5. Doi vectori se numesc echipolenti daca au aceeasi directie, acelasi sens si acelasi

modul, cu alte cuvinte daca pot fi suprapusi printr-o migcare de translatie.

Observatia 7.2. Pentru cazul vectorilor liberi notiunea de echipolenta este echivalenta cu cea de

egalitate.

Definitia 7.6. Doi vectori se numesc opusi dacd au aceeasi directie, acelasi modul §i sensuri

diferite. In cazul vectorilor legati ei trebuie sa aiba si aceeasi origine.
Opusul unui vector v se noteaza —v .

Vectorii liberi sunt cei mai des utilizati si in cele ce urmeaza, daca nu se specifica, vectorii cu

care operam vor fi considerati vectori liberi.

Precizam de asemenea ca daca avem mai multi vectori liberi ei pot fi adusi astfel incat sa aiba

aceeasi origine.
Operatii cu vectori

Definitia 7.7. (Regula paralelogramului) Fie ¥, si ¥, doi vectori dati, pe care-i considerim ca

avand originea in punctul O. Se numeste sumd a vectorilor 7, si V,, vectorul OA, unde 4 este

varful opus lui O in paralelogramul construit cu ajutorul celor doi vectori (fig.1). Notatia folosita

este cea obisnuita pentru adunare:

~

4V, =04
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Vy goemmmemmmmmmemenas

0 > Fig.1.

Definitia 7.8. (Regula liniei poligonale inchise) Se numeste sumd a vectorilor ¥, si V,, vectorul

04, unde O este originea primului vector, iar A este extremitatea celui de-al doilea, acesta din

urma avand originea in extremitatea primului (fig.2.).

A 4

Fig.2.

O

Aceastd reguld este echivalenta cu regula paralelogramului, dar prezintd avantajul ca poate fi

usor aplicata cazului in care avem de facut suma a n vectori n>2,ne N .

Fig.3.

Propozitia 7.1. Adunarea vectorilor are urmatoarele proprietati

1. V, +V, =V, +V, (comutativitate).

2. (171 + V2)+ V.=V, + (172 + 173) (asociativitate).
3.7, +0=V,
b T (7)-0

primul vector si opusul celui de-al doilea: V' =V, -V, =V, + (— v, )
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I

Fig. 4.

Se observa ca vectorul diferenta are originea in extremitatea scazatorului si extremitatea in cea

a descazutului.

Definitia 7.10. Se numeste produs dintre scalarul a si vectorul V un alt vector, notat a , care are
aceeasi directie cu vectorul dat, acelasi sens sau sens opus cu ¥ dupa cum a este strict pozitiv, sau

strict negativ, iar modulul este dat de relatia: Ha I7H = |a|HI7H

Observatia 7.4.Prin inmultirea unui scalar nul cu orice vector se obtine vectorul nul.

Propozitia 7.2. Inmultirea vectorilor cu scalari are urmatoarele proprietati:

1. (a+b)V =aV +bV (este distributiva fata de adunarea scalarilor).
2. a(171 +V, ) = aV, +aV, (este distributivi fati de adunarea vectorilor).
3. a(b 17) = (ab)l7 .

Definitia 7.11. Se numeste versor al unui vector un vector unitar care are aceeasi directie si acelasi

sens cu vectorul dat. Versorul vectorului ¥ se noteazd cu versV si este dat de relatia:

Descompunerea unui vector dupa doua directii concurente din plan

Fie d,,d,doui directii in plan ce se intersecteazi in punctul O. Considerim vectorul dat, 7,
situat 1n planul celor doua directii, avand originea 1n O si extremitatea In punctul 4 (Fig.5). Din 4 se

duc paralele la d, si d, si se noteaza cu A,, A, punctele de intersectie.

Avem relatia: V = 04 = O4, + OA, . Vectorii O_A], 04, se numesc componentele vectoriale

ale vectorului dat fata de directiile d,,d, .
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Fig.5.

Descompunerea unui vector dupa trei directii concurente necoplanare.

Fie d,,d,,d, cele trei directii concurente in O si ¥ vectorul dat, avand originea in punctul O

(fig.6).

Din extremitatea 4 a vectorului dat, ducem o paraleld la dreapta d, pana cand aceasta
intersecteazd planul format de d,,d, in B. Din B ducem apoi paralele la d,,d, si notdm cu 4,, 4,

aceste intersectii, iar din 4 ducem o paraleld la OB si notdm cu A, intersectia ei cu d,.

Notand V, = @1, V, = @2, 173 = OA; , obtinem:

V =

~

VT,
iar 7,,V,,V, poarti numele de componentele vectorului dat dupi cele trei directii.

Propozitia 7.3. Daca vectorii V,,V, sunt coliniari atunci intre ei exista relatia oV, + gV, =0, cu

a,feR.

Observatia 7.5. Doi vectori ¥,,V, sunt coliniari daci si numai daca existd un scalar a € R* astfel
incat V, = aV/,.

Proiectia unui vector pe o axa

Prin axa intelegem o dreapta pe care s-a stabilit un sens pozitiv de parcurgere a punctelor

sale. Vectorial o axa este caracterizatd de un versor.
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Definitia 7.12. Numim unghi a doi vectori ¥,,V, unghiul din intervalul [0,7] format de sensurile

lor pozitive, pe care-1 notdm prin (7,7, ).

Consideram un vector 4B =V sioaxa D, de versor u

Definitia 7.13. Numim proiectie a vectorului V pe axa D un scalar egal cu produsul dintre modulul

vectorului considerat si cosinusul unghiului format de acest vector cu axa D. Notam:
prDI7 = HV” cos(I7,D) sau prﬁl7 = HV”COS (17,5).
Se observa ca proiectia unui vector pe o axa este un scalar pozitiv sau negativ, dupa cum unghiul
dintre vector si versorul axei este in primul sau al doilea cadran (ascutit sau obtuz).
Expresia analitica a vectorilor
Sd consideram trei drepte D,,D,,D,, concurente intr-un punct O, si ortogonale doua cate

doud. Orientdm aceste trei drepte cu ajutorul versorilor i, ,k astfel incét triedul O(zT,]_', IE) sa fie

direct, adicd un observator situat de-a lungul versorului & , cu capul in sensul lui k& si observa
suprapunerea versorului i peste ; de la dreapta spre stinga dupd un unghi de 90°. Figura
geometricd astfel construitd se numeste reper cartezian ortogonal, iar axele se noteazd de obicei cu

Ox, Oy, Oz.

Sa consideram un punct M in spatiu.
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Vectorul OM se numeste vector de pozitie al punctului M. Descompunem acest vector dupa

directiile axelor Ox, Oy, Oz. Astfel obtinem:

OM =0OM,+OM, +OM, .

Vectorii OM,,OM ,,OM , poartd numele de componentele vectoriale ale vectorului OM .

Dupa cum se observa imediat vectorii ce reprezintd componentele vectorului de pozitie al lui

M fata de cele trei directii sunt coliniari cu versorii acestora. Astfel exista scalarii x, y,z astfel Incat

OM, =xi, OM, = yj, OM, = zk si deci
OM = xi + yj + zk .

Definitia 7.14. Scalarii care apar poartd numele de componentele sau coordonatele scalare ale

vectorului OM .

O notatie echivalentd pentru vectorul OM este aceea care precizeazd doar componentele

scalare ale vectorului, adica: OM (x, v, z)

Relatia OM = xi + yj + zk poartd numele de expresia analiticd a vectorului OM . Scalarii

X,y,z se numesc coordonatele carteziene ale punctului M; x poartd numele de abscisa, y se numeste
ordonata iar z cota punctului M. Fiecarui punct din spatiu 1i corespunde in mod unic un triplet

(ordonat) de numere reale, coodonate carteziene ale sale, si reciproc.

Consideram acum un vector oarecare determinat de coordonatele extremitatilor sale
A(x1 ) ,zl)(origine), si B(xz,y2 22, )

Avem: V = AB=0OB—0OA. Dar OA=xi+y,j+z,k, iar OB=x,i+y,]+z,k, astfel ca

obtinem:

v

Y

Scalarii (x, —x,), (v, —,), (z, — z,) se numesc componentele scalare ale vectorului AB .
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Transcrierea analitica a operatiilor studiate.

Consideram doi vectori dati prin expresiile lor analitice:
Vi=xi+yj+zk siV,=x,i+y,j+zk.
I71 :V_Yz S X T XV T Va2 T 2y,

aV, = ax,i +ay,j +azk .

V =V, +V,, are expresia analitica: 7 = (x, +x, )i +(y, +»,)j +(z, +z, )k .

In cazul sumei a n vectori avem relatia: V = z = [z X, ]17 + [Z V,, ]J_ + [Z z, Jl; .

m=1 m=1 m=1 m=1

V =V, —V,, avem expresia analitica: V' = (x, —x, )i + (y, = v, )j +(z, — z, Jk .
Observatia 7.6. Doi vectori ¥, 7, sunt paraleli (coliniari) daci si numai daci 3o € R astfel incat:

3 7 X Y Z
Vi=al, o —=—=—.

X, Y2 Z
Produsul scalar

Definitia 7.14. Se numeste produsul scalar a doi vectori V,,V,, un scalar notat 7, -V,, egal cu

produsul dintre modulele celor doi vectori si cosinusul unghiuli format de acestia, adica
7, |7 T2)
In cazul particular al vectorilor egali obtinem: HVH =V V.

Propozitia 7.4. Produsul scalar a doi vectori are urmatoarele proprietati:
1.Produsul scalar este nul In urmatoarele situati:
a) Daca cel putin unul dintre vectori este vectorul nul

b) Cand vectorii, fiind nenuli, sunt ortogonali, deoarece in acest caz cosinusul unghiului

dintre ei este egal cu zero.

De aici putem deduce urmatoarea propozitie: conditia necesara si suficientd ca doi vectori

nenuli sa fie ortogonali este ca produsul lor scalar sa fie nul.

2. Produsul scalar a doi vectori este egal cu produsul dintre modulul unui vector si proiectia

celuilalt pe el, adica:
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V,-V, = qu(prﬁ v, ), sau schimband rolurile vectorilor , ¥, -V, = leu(pryz 171)
3. Proiectia unui vector pe o axa este egala cu produsul scalar dintre vectorul dat si versorul axei.
4. Este comutativ, adica V, -V, =V, -V,.
5. Este distributiv fata de adunarea vectorilor, adica:
V7o 7) =T, 4 VT
6. Dacd a,b sunt scalari, avem: (a7, )- (57, )= (ab )7, - 7,).

Observam ca avem urmatoarele relatii:

Pi=jickk=l i j=jh=k-i=0
Consideram V, = x,i +y,j +z,k §i V, = x,0 +y,] + 2,k .
Expresia analitica a produsului scalar este:
V-V, = XX, + y,y, +2,2,.
In cazul particular al vectorilor egali obtinem:

VV=x+y +z’ :HVH:‘/szrszrzz .

Deducem formula cu ajutorul careia putem calcula cosinusul unghiului format de doi vectori

(directii) si apoi expresia analiticd a sa. Avem:

A
o)~
COS(VDZ)_ XX, + 0y, 2,2,

N T L g
Observatia 7.7. O conditie necesara si suficientd ca doi vectori sa fie ortogonali este:
171 J_I72 S XX, + ¥y, +2,z, =0.

Definitia 7.15. Cosinusurile unghiurilor pe care le face un vector cu axele reperului cartezian poart

numele de cosinusurile directoare al vectorului considerat.
Notand cu a, 3,7 unghiurile pe care le face ¥ = xi + yj + zk cu axele de coordonate, atunci:

X

.
JxXP+yi 4zt

Y

S
JxP vz’

cosa = cos(V, zT) = cos 3 = cos(V, J_) -
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cosy = cos(V,l;) = z

Expresia analitica a versorului lui V" este:

L—,:L:M:cosaf+cos,6j_'+cosyl?.

HVH JxP+yi 2’
Exemple:

1. Se dau vectorii ¥, =2i +3j —4k si V, =2j—k . Sa se determine produsul lor scalar, modulele si

versorii lor precum si unghiul dintre cei doi vectori.

Solutie: Produsul lor scalar este:

=~

V,=6+(-1)-4)=10

7| =22 +(-1) =5

Modulele lor sunt: HVIH = \/22 +3% +(-4) =56,

Versorii celor doi vectori sunt:

v, 2 3

_ B : 4 s o
ul_HIZH_x/%H_\/%J \/%k,uz

2. 1
NERE]
Unghiul dintre cei doi vectori este determinat cu ajutorul cosinusului sau:

_ 105
BRGNS

o T.T _
COS(VI,VZ)=W3 cos(Vl,Vz)

2. Pentru ce valori ale numiarului real m vectorii V, =mi+2j+k si V,=i+mj—3k sunt

ortogonali?
Solutie: V, LV, < V,-V,=0,sideci 3m-3=0=>m=1.
Produsul vectorial.

Definitia 7.16. Produsul vectorial a doi vectori 171, 172 , considerati in aceasta ordine, este un vector
notat ¥, x V,, perpendicular pe vectorii ¥,,V,, orientat astfel incat triedul ¥,,V,,V, xV, si fie drept
(orientarea este data de regula mainii drepte sau a burghiului, adica este sensul de 1naintare a
burghiului astfel incat vectorul ¥, si se suprapuni peste ¥, pe drumul cel mai scurt), iar modulul
este dat de relatia:
[P x| =[Pl sin@7. 72 ).
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Propozitia 7.5. Produsul vectorial are uratoarele proprietati:

1. Modulul produsului vectorial este un scalar reprezentand aria paralelogramului construit pe cei

doi vectori;

»
»

! Fig. 10

De aici putem deduce o formula pentru calculul ariei unui triunghi ABC. Avem:
& e =L[ABx AC
2

2. Produsul vectorial se anuleaza in urmatoarele situatii:

' =0sauV,=0sauV, =V, =0,

~

—_

sin(l71,172)=0:>(171,172)=05au (171,172)=7r;

3. V,xV, =-V, xV, (este anticomutativ);

n

(a¥)x (67, )= (ab)¥; x77,), pentru orice scalari a,b;

X (172 +7, ) =V, xV, +V, xV, (este distributiv fati de adunarea vectorilor).

e
|

Expresia analitica a produsului vectorial

Pornind de la relatiile evidente:

obtinem urmitoarea expresie analitici a produsului vectorial al lui V, =x,i+y,j+zk cu

V, = x,i +y,] +z,k , in aceasta ordine:

171X172:x1 Vi Z

X, Vo Z,
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Exemple:
1. Se dau vectorii ¥V, =4i+3j—k si V,=3i+2j—2k. Si se determine versorul unei

directii perpendiculare pe planul determinat de cei doi vectori.

. L .4 3 . Ce A “
Solutie: Vectorii dati sunt necoliniari (E # 5] si deci irectiile lor determind intr-adevar un plan.

Toate dreptele perpendiculare pe planul determinat de vectorii dati sunt paralele intre ele. Astfel,

existd doud directii (drepte orientate) cu proprietatea din enunt, una avand drept versor versorul lui

V, xV, si cealalta versorul opus.

‘ i j k
_ 43 -1 4 -1 -4 < -
VixV,=x, y, z|=4 3 —1212 _2—]3 _2+k3 =—4i+5]—-k
X, ¥V, Z,| |3 2 —
4 - 5 < 1 7

Astfel unul din versori este: u = —

i+ j— k.
N7 RN RN

5 1

4 - =
= i — +
V42 /42 V42

2. Fiind date punctele A(— 1,3,1), B(l,l,l) si C(O,—1,2) sd se determine perimetrul si aria

Celalalt versor este: —u k.

triunghiului pe care aceste 1l determina .

Solutie: Calculam lungimile laturilor triunghiului. Avem:

E:ZE—Z]:HE :x/g,A_C:zT—4]+l€:>HA_CH:\/E,

BC=—-i-2j+k= B_CHZJE.
Astfel P, =/8+/18 +/6 .

Aria este datd de: 0, = %HE X I?H .

"
ABxAC=]2 =2 0|=-2i-2j -6k = [4Bx AC| =44 , deci aABczéJﬂ:\/ﬁ
1 -4 1
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Produsul mixt
Definitia 7.17. Produsul mixt a trei vectori 171,172,173 , considerati in aceasta ordine, este un scalar,
notat (171, 172 , 173 ), egal cu produsul scalar dintre vectorii 171 si 172 X 173 , adica,

77, (F72).

Observatia 7.7. Valoarea absolutd a produsului mixt este egald cu volumul paralelipipedului

construit pe cei trei vectori.

o

Fig.11

Produsul mixt a trei vectoriV, = x,i + y,j+z,k , V, = x,0i + y,j+z,k , V; = X1 + y,] + z,k , are

urmatoarea expresie analitica:

X N g
(I/DVZJV,?,): x2 y2 ZZ'
X3 Y3 23

Propozitia 7.5. Produsul mixt are urmatoarele proprietati:
L (7.75.7)= 7.7, 77) = (7,.72.7,),
2. (a¥;,bV,,¢7,) = (abe 7, 7,.7,),

3. Este aditiv in oricare dintre argumentele sale, de exemplu

(_15_25_3 +I74)=(I715172’I73)+(I71,I72,I74), deoarece

5. Trei vectori: V, =x,i+y,j+zk, V,=x0+y,j+z,k si V,=x,+y,j+z,k sunt coplanari

daca si numai daca
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X N g
,Vz,Vg,):x2 Y, 2z,|=0.

Xy Vs Z

(

N

Exemple:
1.Se dau trei forte: F, =—i +3j+2k, F, =—i —6j+2k, F, ==3i +12j+ 6k . Si se arate
ca toate actioneaza in acelasi plan.

Solutie: Folosim conditia necesara si suficienta ca trei vectori sa fie coplanari:

-1 3 2
(F.F.F)=|-1 —6 2=0.
~3 12 6

Dublul produs vectorial.

Definitia 7.18. Dublul produs vectorial a trei vectori 171,172,173 , considerati in aceasta ordine, este

un vector, notat cu ¥ , dat de egalitatea: V= 171 X (V2 X 173 )

Propozitia 7.6. Vectorul V =V, x (172 X 173) este coplanar cu vectorii V,,V, si verifica relatia:

V=V 7<) =0 -7, - (7 T

aceasta purtand numele de formula de descompunere a dublului produs vectorial.

7.2. Elemente de teoria cAmpurilor
Amintim ca se numeste cdmp scalar o functie scalara reald u definita pe un domeniu D.

Presupunem ca D este un domeniu din spatiul euclidian tridimensional si ca este raportat la un

reper cartezian ortogonal cu originea in O si cu versorii axelor i, j,k. Orice punct din D, definit

prin vectorul lui de pozitie x=xi+ y} +zk, poate fi precizat prin cele trei coordonate (x, v, z).
Astfel campul scalar este o functie:
u:D— R, u(;): u(x,y,z).

Exemple de campuri scalare: masa specifica, sarcina specificd, temperatura intr-un corp,

presiunea intr-un fluid, etc..
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In cele ce urmeaza vom caracteriza variatia campului in raport cu argumentele spatiale. Pentru
a putea face aceastd caracterizare presupunem ca functia u are derivate partiale de ordinul intai

continue si ca cel pufin una dintre acestea este nenula.

Definitia 7.19. Se numeste suprafata de nivel mulfimea tuturor punctelor din D pentru care campul

are aceeasi valoare (functia # raimane constanta).
Ecuatia unei suprafete de nivel este: u(x) =c.
Observatia 7.8. Se deduce de aici ca doua suprafete de nivel nu se pot intersecta fara sa coincida.

Justificarea rezultd din faptul cd daca avem doud suprafete de nivel distincte u()_c):cl,

u(x) =c,,c, # ¢, $ipresupunem ca ele ar avea puncte comune, acestea ar fi solutiile sistemului

)=

f)=e,

de unde ¢, =c,, adicd o contradictie, Astfel, prin orice punct din D trece o suprafata de nivel si
numai una.

Notiunea de suprafatd de nivel permite construirea unei imagini geometrice a campului

scalar, independenta de sistemul de coordonate ales.

Intr-un domeniu cu doud dimensiuni, ecuatia u(x) = u(x, y) = ¢, reprezintd o curba de nivel.

7.2.1. Derivata dupa o directie a cAmpului scalar.

Fie o suprafata de nivel u(x):c, si un punct P ce se poate deplasa fie pe suprafata

considerata, fie in afara acesteia. Analizam cele doua situatii.

a) Deplasarea se face pe suprafata de nivel (fig. 1).

dr

Q

O Fig.1

La o deplasare infinitezimald a punctului corespunde variatia functiei ce indeplineste conditia:

du =0.Cum
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du =a—udx+%dy+a—udz
ox oy 0z

putem considera cd membrul drept provine dintr-un produs scalar a doi vectori:

G=OM O O dr = idx + Jdy + ke
ox oy~ 0Oz

Astfel obtinem: G-dr=0.
Cum dr se afldin planul tangent in punctul P la suprafata de nivel, deducem ca G este vector
normal 1n P la suprafata de nivel considerata.

Definitia 7.20. Vectorul G , notat gradu , dat de: G = gradu :Z—uﬂ%}r%%, poartd numele de
X y z
gradientul functiei u.
Definitia 7.21. Operatorul V sau nabla, dat deV :f§+;§+%§, poartd numele de operatorul
X y z

lui Hamilton.

Putem scrie simbolic gradientul astfel:

Ezgradu = ;i+;i+%i u=Vu.
ox "oy Oz

b) Deplasarea se face in afara suprafetei de nivel (fig. 2).

O

Variatia campului scalar la trecerea din P in Q este: ou = u(i_f + d;)— u(i_f), ea depinde atat de

distanta HP_Q , cat si de directia de deplasare S, de versor .

Elementul liniar pe directia de versor s este:

% = [Pg] =]
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Definitia 7.22. Se numeste derivata functiei u dupa directia de versor s in punctul P, sau derivata

. . S - . . Ou .
campului scalar u# dupa directia de versor s, limita raportului o pentru d — 0, atunci cand

. . _du
limita exista. Se noteaza d_ Avem:
s

du . Ou
— =lim—.
ds &0 A

Notand cu a, £,y unghiurile pe care le face directia s cu axele Ox, Oy, Oz avem relatia:
s =cosai+ cosﬂ} + cosy%.
De asemenea se stie ca dr = EHd;H = 565
De aici obtinem:
dxi + dy; + dzk = cos addsi + cos ,6’5s} + cos yéfs% ,
de unde rezulta relatiile:
dx =cosaos, dy =cos fos , dz = cos yos .
Astfel obtinem:
ou = u(x + cos aos, y +cos fos, z + cos }/dv)— u(x, v, z).

Functia fiind diferentiabila avem:

5u:u(x,y,z)+%dx+a—udy+a—udz+R—u(x,y,z),cu
ox oy 0z
lim—=0.
&0 Ag
Deducem ca
. ou Ou ou ou
lim— = —-cosa +—cos f+—cosy .
&0 g5 Ox oy 0z

Astfel derivata functiei scalare u dupa directia s se obtine folosind relatia:

ﬂz@&zgmdu-g.

ds
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Tinand cont de proprietatile produsului scalar putem spune ca derivata functiei scalare u dupa
directia s reprezintd proiectia gradientului pe directia de versor s
du == - =\ = - —
d_ = HGHHSH cos(s, G)= HGH cos(s, G).
A)

Observatia 7.9. Modulul gradientului reprezintd derivata campului scalar u# dupa directia normalei

in punctul respectiv la suprafatd. Deducem de aici ca:

Justificarea este imediatd deorarece dacd s = n, obtinem:
du = ==\ = —
—= HGH cos(G, n) = HGH cos0’ = HGH
dn

Observatia 7.10. Marimea gradientului este valoarea maxima intre derivatele dupa o directie

oarccarc.

Avem intr-adevar:
% = HEH cos(g,a)ﬁ HEH = max% = HEH .

Observatia 7.11. Derivatele dupa directiile pozitive ale axelor de coordonate coincid cu derivatele
partiale In raport cu variabila respectiva, iar cele in raport cu directiile negative sunt opusele

derivatelor partiale.

De aici ca o concluzie deducem ca derivata dupa o directie depinde nu numai de directia

respectiva ci si de sensul ales pe aceasta directie.
Propozitia 7.7. Gradientul are urmatoarele proprietati:
1. grad (ago) =a grade, daca a = const.,
2. grad((p + ¢) = grado + gradg,
3. Vipg)= Vo + Vo
4. V(F(p(x,y,2)) = F'(p)Vo.
Propozitia 7.8. Proprietatile derivatei unui camp scalar dupa o directie sunt:

d df dg
1. — = +-=
ds(f+g) ds+ds
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2. %(fg)= PLAL

ds ds

3 S (Flp)=Fp)°L.
Exemple: Fie campul scalar u:R*—>R, u(x,y,z)=2xy+x’z+3ysi directia de versor
E:T(z_ +J k) Sa se calculeze gradientul lui u si derivata sa dupa directia datd, in punctul
A(-1,0,2).

Ou- Ou- Ou-—
radu=—i+—j+—k.
& o Tt

Derivatele partiale de ordinul intai ale lui u sunt
au—2y+2xz %=2x+3,%=x2.
Ox Oy

oz
Obtinem: gradu =2y +2xz)i +(2x+3)j +(x* J¢

In punctul dat gradientul este: gradu(—1,02)=—4i +j+k

Pentru calculul derivatei lui # dupa directia datd aplicdm formula: — = gradu - s

Astfel obtinem: Z— = gradu s = 2y +2xz)
s

1 1

L ra3) ()L

FreIg-ty

In punctul 4, derivata lui u dupa directia data este
du

—(

02)=_ 4, L 1
ds

BV V6
Definitia 7.23. Se numeste camp vectorial o functie vectoriala V definita pe un domeniu D

Ca si In cazul campului scalar presupunem ca D este un domeniu din spatiul euclidian

tridimensional si c@ este raportat la un reper cartezian ortogonal cu originea In O si cu versorii
axelor i, j, k

Exemple de campuri vectoriale: campul vitezelor, campul acceleratiilor, campul momentelor

campul electromagnetic, campul gravitational, campul obtinut prin aplicarea operatorului grad unui
camp scalar, etc..

Fatd de un reper cartezian ales, campul vectorial se defineste prin functiile reale P,Q, R,
componentele functiei vectoriale considerate, pe care le presupunem in general de clasda C ( )

Avem astfel V(x,y,2z)= P(x,y, Z); + Q(X,y,Z); +R(x,, )%

In continuare vom caracteriza variatia spatiald a unui camp vectorial
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Pentru a calcula variatia unui camp vectorial in vecinatatea unui punct M, de vector de pozitie
r, camp ce variaza diferit pe diferitele directii ale spatiului, vom considera o dreapta ce trece prin
M de versor s, sau o curbd a cirui tangenta in M are directia de versor s, pe care alegem punctul
M’ , de vector de pozitie r+dr , s1 procedand ca in cazul campului scalar obtinem pentru variatia
SV a functiei vectoriale v expresia:

SV :a—Vcos aos +6—Vcos s +%—Zcos yos, unde a,f,y sunt unghiurile pe care le face

ox oy

directia s cu axele Ox,0y, Oz.

Definitia 7.24. Se numeste derivata functiei v dupa directia de versor s sau derivata campului

= < g - . .oV - <
vectorial V dupa directia de versor s, limita raportului s cand os — 0, atunci cand aceastd

Ce . . d V 5 V
limita exista. Se noteaza: =lim
dS a—0 &g
dv oV oV oV
Avem: — =——cosa@+—cosff+—cCosy.
ds  Ox oy 0z

Cu ajutorul operatorului gradient putem scrie mai simplu relatia precedenta:

V_fy.

Propozitia 7.9. Proprietatile derivatei unui camp vectorial dupa o directie sunt:

1. i(17+W):i+@
ds ds ds

2. (fV) de+f—

3. i(?xW)—d—VxW+;xd—
ds s s

n i(— —):ﬂ TR
ds ds ds

Definitia 7.25. Se numeste derivata vectorului V in raport cu vectorul A expresia:

— oV, oV
—(avp =4 Lra S a
ox ay 0z
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oP
Definitia 7.26. Functia scalara 8_+ zQ +8_ se numeste divergenta functiei vectoriale V de
x Oy /4

componente P(x, y,z), Q(x, y,z),R(x, y,z).

Se noteaza astfel:

divV = aP 8Q+— sau divV =V -V .
ox oy o0z’

Propozitia 7.10. Divergenta prezinta urmatoarele proprietati
L iy + W)= divV + diviV’ ,
2. div(f?) = gradf W+ fa’ivl7

Exemplu: Fie cAmpul vectorial v:R*— R*, v(x,y,z)=xyi +2zj —3x’yzk . S se calculeze divw in
punctul 4(0,1,2).

Se stie ci divy = or +Z—Q +(Z—R unde P,Q, R reprezintd componentele scalare ale lui v
x Oy Z

Avem:

P(x,y,z) =Xy, Q(x,y,z) =2z, R(x,y, )—

z)=-3x"yz.
or_, 99 _, R

, =0, —=-3x"
ox 7 oy oz 7

Obtinem astfel: divv=y+0-3x>y.
in punctul 4 divergenta cAmpului vectorial dat este: divv(0,1,2)=1

Definitia 7.27. Se numeste roforul sau vartejul campului vectorial v si se noteaza cu rotV sau
V xV vectorul dat de relatia:

e e e T e 2
oy 0z 0z Ox ox 0oy

Propozitia 7.11. Rotorul prezinta urmatoarele proprietati

i j ok
Lror=2 220

ox Oy Oz

P O R

2. rot(l7 + W): rotV + rotW ,

3. rot(f?): gradfx?—kfrot?.
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Exemplu: Fie cAmpul vectorial v:R*— R®, ¥(x,y,z)=(x+2y)i + (y2 - 32)]' +xyzk sd se caluleze
rotorul acestuia in punctul 4(1,2,0)

Se stie ci rotv= (a—R —a—QJZ +
oy
V.

componentele scalare ale lui

[a_P_é_RJ;Jr O PV unde P Q, R reprezintd
0z Ox ox Oy

Avem:
P(x,y,z) =x+2y, Q(x,y,z) =y’ -3z, R(x,y,z) =Xxyz.
Derivatele partiale necesare in formula sunt:

o =2, o 0,6—Q=0,6Q=—3 a—Rzyz,a—szz.
6y oz Ox oz Ox oy

Obtinem astfel: rotv = (xz +3)i+ (- yz)j+(-2)k
In punctul 4 rotorul cAmpului vectorial dat este:

rotv(1,2,0) = 3i — 2k

7.3. Probleme rezolvate:
1. Fie cAmpul scalar u:R* — R, u(x,y,z)=xyz+3xz’si directia d =2/ — j+k . Si se calculeze
gradientul lui u si derivata sa dupa directia d , in punctul A(-1,2,1).

Solutie: gradu = a—uf+a—u]_' Lo
ox Oy oz

Calculand derivatele partiale de ordinul intai avem:

%zzxyz+3z3, %zxzz, %=x2y+9xzz.
Ox oy oz

Obtinem: gradu = (2xyz + 323)1T + (xzz)]_' + (xzy +9xz° )l? .
In punctul dat gradientul este: gradu(-1,2,1)=—i + j -7k .
Pentru calculul derivatei lui # dupa directia data trebuie mai inti calculat versorul acesteia s, iar

apoi aplicata formula: % = gradu-s
\)

d _2i-j+k_ 2 - 1

Versorul directiei date este: § =—= Jt—
[a] Va+ien 6 f \/_

Astfel obtinem: % =gradu-s = (nyz + 323)% - (xzz)% + (xzy + 9xzz)

-

In punctul 4, derivata lui u dupa directia data este:

du

1
g(—1,2,1)=—£—£—7%.
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2. Fie campul vectorial v:R>—R®, ¥(x,y,z)= xzyf+sin(xy27[)j—2xyzzl€. Sa se calculeze

divw in punctul 4(2,1,-1).

Solutie:
Se stie ca divy = op +6_Q R ,unde P,Q, R reprezintd componentele scalare ale lui v .
ox oy Oz
Avem:

Pleoyz)=xy. Qliyz)=sin| Z2E), Rloy.a)=20z"

=—4xyz.

P sy, @:ﬂcos(mj, R
ox oy 2 oz

Obtinem astfel:

divy = 2xy +%cos( xyzzﬁJ —4xyz .

in punctul 4 divergenta campului vectorial dat este:

div;(2,1,—l)= 4+ _iﬂ- cos[_jﬂ-J+8 =12—-zcos(z)=12+7x.

3. Pentru campul vectorial din problema precedenta sa se caluleze rotorul in punctul precizat.
Solutie:

Se stie cd rotv= oR _20 ;+[6—P—6—RJ;+ Q _op k, unde PO, R reprezinti
oy Oz 0z Ox ox Oy
componentele scalare ale lui v .

Avem:

P(xayaz):xzya Q(xayaZ)ZSin(xy;”J, R(x,y,z)=—2xyzz.

OR

2yz*, —=-2xz".
Y ey

6_P:x2, 8_P:0 , 6_Q: yz7m cos(xyzn), 6_Q: Xym cos(xyﬂ[j, 8_R:
Oy oz Ox 2 2 oz 2 2 Ox

Obtinem astfel:

rot; = (— 2xz’ —%COS( xyzzﬂD; + (2y22 ); + (% Cos( xyzzﬂ) - xQJ%

in punctul 4 rotorul cAmpului vectorial dat este:

rotv = (— 4— 27” cos(— 71')); + 2; + [% cos(— 72')— 4)% .

mt;:(_4+ﬂ);+z;+(§_4jz.
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4. Sa se deduca pe baza proprietatilor marimilor ce intervin relatiile urmatoare:

2 2 2
a) divgradf:Af,undeA:62+a 0

+ )
ox* oy* o0z’

b) rot rotV = grad divV — AV .

Solutie: Relatiile se deduc prin calcule directe.

a) Avem gradf = ;@ + ;@ + %g )
ox oy 0z
De aici deducem componentele reale ale campului vectorial gradf . Acestea sunt: %,ZL,ZL
x Oy Oz

div gradf = o f o f s

Aplicand definitia divergentei gasim: > > >
Ox 8 8

=Af.
b) Pentru a demonstra relatia de egalitate intre vectori vom demonstra cd cele trei componente

scalare ale lor coincid.

Fie I7(x,y,z) = P(x,y, z); + Q(x,y,z)} + R(x,y,z)% , atunci:

i J k
rotV = R _%Q +(8—P—8—RJ;+ @ _op k = rotrotV = 9 9 9
ay 0z 0z Ox Ox ay ox oy 0z

OR 0Q oOP OR 0Q oOP

oy 0z 0z Ox Ox Oy

Dezvoltand determinantul dupa elementele din prima linie gasim componentele vectorului
dupa cele trei axe de coordonate.
8Q oP

Componenta in lungul axei Ox este:—| ———
ox Oy

8(8_P 8Rj 82Q_82P 0’P O°R
0z Ox

- — +
Oz oyox oy° 0z°  Ozox

Pentru componenta in lungul axei Ox a membrului drept avem:

l (divi)- AP =

Ox ox

ofop 8Q OR) (o°P O'P 0O°P)_0&Q O'R &P &°P
ox Oy Oz

— + - :
ox* oyt oz’ 8x8y Ox0z 8y2 oz’
Cum V e C' (D) = derivatele partiale mixte sunt egale, si astfel componentele coincid.

Analog se demonstreaza si egalitatea componentelor in lungul axelor Oy, Oz, deci vectorii

sunt egali, adica: rot rotV = grad divV — AV .
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8. INTEGRALE CURBILINII SI DE SUPRAFATA

8.1. Integrale curbilinii
8.1.1. Integrale curbilinii in raport cu coordonatele (de speta a doua)

Vom considera multimea punctelor din plan (spatiu) raportate la un reper cartezian
ortonormat R = {O,;,;‘}(R = {0,;,;‘,/;} .
Definitia 7.1. Fie I un interval al axei reale. Se numeste curba plana parametrizata de clasa
C*, o aplicatie @: 1 R— R*, alt)=(p(t),w(?)), astfel incat componentele scalare ale lui a sd

aiba derivatele de ordinul £ si ele sa fie continue pe L.
Se mai spune cd ea este reprezentatd de ecuatiile paramtrice (sau scalare)

{F(ﬂ(f)
y=y(t)
Multimea punctelor din plan de coordonate (p(t)y(t)), tel (sau de vector de pozitie

tel

7(¢)= () +w(2)j), notatd T, se numeste suportul sau urma curbei (uneori 0 vom numi simplu
curba).

Pentru un acelasi suport ', din plan, exista mai multe reprezentari parametrice.
Definitia 8.2. Fie doud curbe plane parametrizate de clasd C'(netedd),a, :1, - R*> si
a, : 1, - R*. Spunem ca ele sunt echivalente daca exista o functie x: 1, — I, bijectiva de clasa
C' cu u' totde clasa C'asaincat a, = a, o 1. Functia u se numeste schimbare de parametru.

Daca in plus ea este strict crescatoare, spunem ca cele doud reprezentari parametrice sunt
echivalente si cu aceeasi orientare.

Evident ele au acelasi suport T in plan.

Definitia 8.3. Dacd M (p(),w(t)), spunem ci ¢ reprezintd coordonata curbilinie a punctului M,

si convenim sd notam M(t).
Definitia 8.4. M se numeste punct simplu dacd existd o singurd valoare ¢, €/, astfel Incat
(p(¢, ) w(t,)) s reprezinte coordonatele lui M.
Definitia 8.5. Un punct M se numeste punct ordinar (sau nesingular, regulat) al curbei
parametrizate de clasi C' daci(e'(z,))’ +(w'(t,)] #0, unde #, este coordonata curbilinie a lui
M. In caz contrar el se numste punct singular al curbei.

Vectorul 7'(¢t)=¢'(¢)i +y'(¢t); este tangent la curba in punctul M (z).

Daci I =[a,b], atunci A(a), respectiv B(b) se numesc capetele curbei.

Daca a(a)= a(b) spunem ca I reprezintd o curba inchisa.

Fie o curba simpla (formata doar cu puncte simple) deschisa, orientata, de suport I', din
planul xOy, data parametric: x = (p(t), y= w(t),t € [a, ﬂ], iar 4 si B doud puncte de pe aceasta (4

considerat punctul intial si B punctul final, este important sensul de parcurs pe T') si fie F(x,y)
o functie reald, marginita, definita pe ea .

T, T

Definitia 8.6. Punctele 7; ( i=0,...,m), asezate pe urma curbei in ordinea Ty, 71, ...,Tm, cu To=4
si T,=B, ce o impart in m arce (ce au evident interioarele disjuncte) constituie o diviziune A a
curbei 4B .
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Fie t, = a,t,,..t, =  valorile parametrului ¢, din [0:, ﬂ], corespunzatoare punctelor alese. Ele
constituie o diviziune a intervalului [a, 8].

-1

Notdm /(A)= > d(T,,T,,), unde d(T,,T,,,) reprezinti distanta euclidiand intre punctele 7,7,

270+l 270+l 270+l

3

Il
o

Observatia 8.1. Pentru o curba parametrizatd de clasd C' existd sup/(A) (se mai spune ci este
A

rectificabild), si aceastd margine superioard, notatd cu L, poartd numele de lungimea curbei. Ea
se evalueaza astfel:

i
L=[o"(t)+y"(c)dt

Definitia 8.7. Prin norma diviziunii A intelegem cea mai mare dintre lungimile coardelor

T, \T,, i=1,m, si o notam N(A).

Pe fiecare arc 7_,T, alegem cate un punct arbitrar, denumit punct intermediar, M ,(£.,1,).

1

Consideram suma data de:

(1) s = iF(éa’]i )(¢(ti)_¢(ti—l)): iF(gi,ni)(xi _XH)’ X, = ¢(ti )’ i=ln.

i=1 i=1

Definitia 8.8. Daci pentru orice sir de diviziuni {A,}  ale curbei 4B, cu N(A ,)—0, sumele

eN

corespunzitoare s, tind citre o limitd independenta de alegerea sirului de diviziuni {A, ] si de

alegerea punctelor intermediare, aceastd limitd se numeste integrala curbilinie a functiei F(x,y)
in raport cu x.

Aceasta limita se noteaza astfel:
J F (x, y)dx .
AB

Teorema 8.1. Fie I' o curba simplda parametrizata de clasi C' data de:
X = (p(t), y= l//(t),t € [a, ﬂ], si F(x,y) o functie continui pe I'. In acest caz, existd integrala
curbilinie a functiei F(x,y) in raport cu x pe curba I si are loc egalitatea:

B
[F(x,p)dx = [Flo(t)w () (t)dr
AB a
Observatia 8.2. Daca ecuatia curbei I este de forma y=f(x), cu f continua pe [a,b], iar F(x,))

b
este continud pe curbd, atunci: j F(x,y)dx = jF (x, £ (x))dx

AB

Analog se poate vorbi despre integrala curbilinie in raport cu y a unei functii G(x,y),
inlocuind sumele integrale de forma (1) cu sume integrale de forma:

5= IZ;:G(@,U,- Now(t,)-w(z.,))= iZ:;G(éi )y, =y v =wlt)i=1n

Integrala se noteaza: J-G(x, y)dy .

AB

Observatia 8.3. Daca G este continud integrala curbilinie in raport cu y se calculeaza astfel:
i
[Glx, y)dy = [ Gl )y o)y ()ar - (**)
AB a
Observatia 8.4. Daca F' si G sunt continue, atunci:
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[ Pa Gy = [ Far [y = [ (P00 0)+ Gl Ol (Ot

AB AB
Observatia 8.5. Daci F(x,y,z), G(x,y,z)si H(x,y,z) sunt functii contiue definite pe curbe in
R3, definim analog jF(x,y,z)dx , J.G(x,y,z)dy , respectiv _[H(x,y,z)dz .
AB AB AB

Are loc relatia: _[ Fdx+ Gdy + Hdz = _[ Fdx + J-Gdy + J-Hdz,
AB A B

unde

b= [ Ff0hy 020 b, [ 652K = [l 20

[ e,y e = | Hp{0)yr (0 2002 (O

B
Astfel [ Fdx+Gdy+ Hdz = [(Fo'+ Gy’ + HA')dt
AB

a

Integralele curbilinii de tipul precedent se mai numesc integrale curbilinii de speta a
doua.

Proprietiti ( pentru integrala curbilinie 1n raport cu x )

1. Daca F (M) si F»(M) sunt integrabile pe I de la 4 la B, atunci F1(M)+ F>(M) este integrabila
si are loc relatia:

_[(Fl +F,)dx = _[de+ J-dex
AB B

AB

2. Daca F(M) integrabila pe I' de la 4 la B, atunci aF (M ) este integrabila, oricare ar fi & € R
si are loc relatia:

j aF dx a j F(M
3. Daca C eT intre 4 si B si dacd exista integrala functiei F(M) dela 4 la Csi de la C la B,
atunci exista si integrala lui F(M) de la 4 la B si are loc:
IFdx= IFdx+ IFdx
AB AC CB

4. dexz—dex
BA AB

5. Daca I este un segment perpendicular pe axa Ox, atunci:

dexzo.

Proprietati analoage au loc si pentru celelalte integrale (in raport cu y, respectiv z).

Observatia 8.6. Daca I" este o curba plana simpla inchisa orientatd in sens direct, atunci :

J-(Fdx+Gdy)= I(Fdx+Gdy)+ J-(Fdx+Gdy),

r AMB BNA

unde 4, M, B, N sunt puncte de pe curba scrise in ordinea orientarii.
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X~

) B

fn mod analog de defineste integrala curbilinie pe o curbi inchisa in R’.

8.1.2. Integrale curbilinii in raport cu lungimea arcului (de speta intai)

FieI' o curba simpla parametrizatd de clasa C' de extremitati 4 si B, fie F(x,y) o functie
definitd pe I' si A o diviziune a lui AB (data cu ajutorul punctelor A=Ty,...,T;=B).

Definitia 8.9. Prin norma a diviziunii A intelegem, in acest caz, cea mai mare dintre lungimile
arcelor 7, ,T; .

Consideram pe fiecare arc 7, ,7, cate un punct arbitrar, notat cu M; . Formam sume de

forma: o =) F(M,)s,, unde s; este lungimea arcului 7, 7.

i
i=1

Definitia 8.10. Daci pentru orice sir de diviziuni {A }

.y ale curbei 4B, cu N(A ,)—0, sumele

corespunzitoare o, tind citre o limitd independentd de alegerea sirului de diviziuni {A,} si de

alegerea punctelor intermediare, aceasta limitd se numeste integrala curbilinie a functiei F(x,y)
in raport cu lungimea arcului, si se noteaza astfel:

[F(M)ds .

Integrala precedentd mai poartd numele de integrala curbilinie de prima speta a lui F.
Observatia 8.7. Daca I este data de:
xzx(s),yzy(s),OSsSL,

L
unde s este lungimea arcului AM , iar L lungimea curbei, atunci jF (M )ds = IF[x(s), y(s)lds .
AB

0

Observatia 8.8. Daci x=¢(t) si y=w(t) sunt ecuatiile parametrice ale curbei simple
parametrizate de clasa C', T, notdnd prin s(7) lungimea arcului AM, avem relatia:

s(e)=Ap ) +y ) .
B
Pentru ¢ € [a, ] obtinem: J-F(M)ds = _[F[(p(t),l//(t)] o) +y'(tYar
AB a
Observatia 8.9. Daca I” este data sub forma:

y= fskx elab]= [P = [Pls, rN+ £ (5T v

Observatia 8.10. Daca F si G sunt continue pe curba neteda I iar a este unghiul dintre sensul
pozitiv al tangentei la curba (sensul determinat pe ea de sensul cresterii arcului 4AM) si sensul
pozitiv al axei Ox, atunci:

_[ Fdx+ Gdy = J.(Fcosa+Gsina)ds.
AB AB
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Exemple:

1. Sa se calculeze _[(x2+3y2)ds, unde AB reprezinta suportul unei curbe data
AB

parametric astfel: x=2t+1, y=¢-2, te [0,1].

In acest caz o(t)=21+1, w(r)=r-2, t<[0,1], deci sunt functii de clasi C' si
o()=2 y'()=1, tefo1].

Astfel avem: j(x +3y° )ds—j[2t+1) +3(t-2) th (76 — 8+ 13N/5dt =

1
3
=J§(7%—4z2+1szJ #.

0

2. Sa se calculeze J2xyds , unde AB reprezintd portiunea din cadranul doi a elipsei:
AB

—t+yt=1.
9 Y

. . . T
O reprezentare parametricd a curbei 4B este: ~ x=3cost, y=sint, fe [5,77 } .
In acest caz ¢(t)=3cost, w(t)=sint, te {%,7[} , deci sunt functii de clasa C' si
! : ! T
(p(t)=—3smt, l//(t)zcost, te[;,ﬂ}.

Astfel avem: _f 2xyds = I6 costsint/9sin® ¢ +cos’ tdt .
AB K
2

Facand schimbarea de variabila: u = 9sin’ t + cos’ t =
du = (18sintcost —2sintcost)dt = 16sint costdt

Astfel, 6costsinzdt =%. Obtinem deci:

:%(1_\/3_3)=%(1—3\/§).

4

4 1 g
_|‘6costsint\/9sin2 t+cos’ tdt :13\/; du :ézuz
z 8 83

2

3. Sa se calculeze _[xyds, unde AB reprezintd arcul de parabold: y=x* dela 4(1,]) la

AB

B(3,9).

Observam ci arcul este dat ca in observatia 7.9, cu F(x,y)=xy, f(x)=x*, x€[1,3]
3 3
Astfel _fxyds = J‘xﬂl 1+(2x) dx = jx3v 1+4x*dx.
AB 1 1

Facand schimbarea de variabild ¢* =1+ 4x* = 2tdt = 8xdx, si obtinem

fiac :%;(f—)t di = L(ﬁ_ﬁ}m

1 16 3

106-37+/3 ~ 5045 ) (1961J_ 2545)

16- 15(

Js
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8.2.Integrale de suprafata

8.2.1. Aria unei suprafete

Fie X o suprafata neteda definita parametric astfel:

X = f(u,v)
y=guy) (v)eDcR
z =h(u,v)

cu f,geC'(D), 4> + B> +C? #0, unde

% o | |y o
A=8u 8\/, B=8u Gv, C=8u 6v.
o ol o Tl
ou Ov ou Ov Oou Ov
Amintim ca are loc de asemenea relatia:
A +B*+C*=EG-F?,
unde
2 2 2
E — % + a_g + % ,
ou ou ou
2 2 2
G — g + a_g + @ ,
ov ov ov
F — alg + a_ga_g + 6_]1% .
Ou ov Ou Ov Ou Ov
AV A
> . R

Divizam domeniul D din planul (u,v) prin drepte paralele cu axele de coordonate.
Obtinem 0={D;,D,,...,Dy } si corespunzator ei, diviziunea A= { S,,S,,...,S;}.

Definitia 8.11. Se numeste norma diviziunii A, numarul notat U(A)=||A|| =m@x{diam(Sl. )},

i=l,n

unde diam(S;) reprezinta diametrul celei mai mici sfere din R ce contine S; .
Analog definim norma diviziunii 6 ca fiind:

v(6) = max{diam(D, )}

i=l,n
Observatia 8.11. Este adevarata urmatoarea relatie:
v(8) > 0= v(A) >0
Observatia 8.12. Aria suprafetei X se poate calcula astfel:
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Aria(z) = [[VEG - F? dudv
D
Observatia 8.13. Daca X este datd sub forma: z=z(x,y),(x,y)€ D

atunci aria este data de: Arza .U’H-'_ p +q dxdy unde p = ZZ q= ZZ
x y

Observatia 8.14. Daca X este data prin ecuatia implicita ®(x,y,z)=0—z=z(x,y), avem :

oz oz
&) (5) (2)
ox oy 0z
ariaX = dxdy
i BT
0z

Observatia 8.15. Elementul do =+ EG — F*dudv se numeste elementul de arie al suprafetei
z.

8.2.2. Integrala de suprafata in raport cu elementul de arie (de speta intai)

Fie suprafata neteda X data parametric sub forma:

x=f(u,v)
y=guy)
z = h(u,v)

cu (u,v) e D < R*, D compact si 6={D1,D,,...,D, }o diviziune a lui D iar A = { 51,5,...,5,} 0
diviziune a lui X, aceasta fiind presupusa a fi o suprafata neteda.

Fie F: 2—R si un sistem de puncte intermediare M,(&,7,)e S,. Construim o suma
integrala de forma:

n

GD(F’MI‘): ZF(gi’niié/i)ariaSi

i=l1

Definitia 8.8. Daca pentru orice sir de diviziuni {D,} ale lui Z, sirul {O'Dn (F M, )} are o limita

finita /, cand sirul normelor v(D,) tinde la zero, pentru orice sistem de puncte intermediare,
spunem ca aceasta limita / reprezintd integrala de suprafata a functiei F' in raport cu elementul
de arie, sau integrala de suprafata de prima speta a functiei F pe suprafata T .

Notatia folosita este: [ = _[ IF (x, y,z)dO'
z

Elementul do din formula precedentd reprezintd elementul de arie. Astfel se obtine
relatia:

1= J.J.F(f(u,v), g(u,v), Z(u,v) EG — F*dudv
D
Observatia 8.16. Daca X este data de z = Z(x, y), (x, y) € D, unde D reprezinta proiectia lui X
pe planul xOy (D=pryo, X ) atunci avem:
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HF(x,y,z)dO' = J.J.F(x,y, z(x,y))ﬂl +p’ +q dxdy,

0z 0z
unde p=—,9=—.
ox oy

8.2.3. Formula lui Green (formula care leaga integrala curbilinie de integrala dubld)

Fie un domeniu D din plan, definit prin inegalitatile: a < x < b, fl(x) <y< fz(x) , unde f;
si f> sunt continue pe [a,b] si fl(x)< fz(x), a<x<b (simplu in raport cu Oy). Fie I' frontiera
domeniului. O vom considera orientata direct.

. . /i . . ) .
Fie F(x,y) continua pe D astfel incat g—(x, y) exista si este continua pe D. Are loc relatia:

Hg—idxdy = —lex.

D
Fie acum un domeniul D (simplu in raport cu Ox), astfel Incat: gl(y)S x < gz(y) s
c<y<d, cu g si g continue pe [c,d] si g1(¥)<g:(y), c<y<d. Notam cu I' frontiera sa,
presupusa orientata direct.

. ) oG . . .
Fie G(x, y) continud pe D astfel incat a—(x, y) exista si este continud pe D . Are loc
X

relatia:
”dedy = J.Gdy
D ax r
Daca D este simplu in raport cu ambele axe atunci are loc relatia (formula lui Green):

oG OF
l Fdx+ Gdy = jD | (E - 5]dxdy

In continuare vom studia conditiile in care integrala curbilinie J-Fdx+ Gdy nu depinde
AB
de drum, adicd nu depinde de curba I" ce leagd punctele 4 si B, ci doar de aceste puncte.

Teorema 8.2. Integrala curbilinie de mai sus nu depinde de drumul in domeniul D daca si
numai daca ea este nula pe orice curba inchisa continua in D.

Teorema 8.3. Daca F(x,y) si G(x,y) sunt functii continue in domeniul D, integrala curbilinie nu
depinde de drumul ales in domeniul D daca si numai daca existd V(x,y) diferentiabila in D
astfel ca dV=Fdx+Gdy.
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In acest caz are loc relatia:

[ Fdx+Gay =V (B)-V(4)

Observatia 8.18. Daca integrala curbilinie nu depinde de drum, ea se noteaza simplu:

B

I (Fdx +Gdy).

A
Teorema 8.4. Fie F(x,y) si G(x,y) doud functii continue in domeniul simplu D ( adica, daca D
include o curba inchisa I, el include si domeniul marginit de I' ). Daca

oF .0G . _ . A
— §1 — exista s1 sunt continue in D,
oy ox
. . . . . ., . OF 0G
atunci J-F dx + Gdy nu depinde de drumul in domeniul D daca si numai daca: " = r
AB Y X

Exemplu: Si se calculeze J-J‘(x +y+z)do,unde :x*+y*+z2 =4, z>0.
z

Solutie: Observdam cda X reprezintd o sferd cu centrul in origine de raza 2. O reprezentare
parametrica a ei este:

X =2sinucosv,

y =2sinusinv, cu (u,v) eD= (0,%) X (0,27[).

z=2cosu
Evaluand 4, B, C, E, G, F, cain 7.2.1. deducem ci: 4> + B* + C* = EG— F* =16sin’ u.
Notand cu / integrala cerutd, obtinem:

1 :”(2sinucosv+2sinusinv+2cosu)4sinududv =8r.
P>

8.2.4. Integrala de suprafata in raport cu coordonatele (de speta a doua)

Si considerim o suprafatdi ¥ datd de: flx,y), cu (x,)eDcR’ D multime compacti.
Presupunem cé X este bordatd de curba I'. Fie C=pry,I" s1 D domeniul pe care-1 margineste C .

A
4 L4
= -7
I
O | -
T Y
D_
< W
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In fiecare punct al suprafatei X se pot considera doi vectori normali la suprafati, avand
sensuri opuse. Unul dintre ei va face un unghi ascutit cu axa Oz, iar celdlalt va face un unghi
obtuz. Se deosebesc astfel doud fete ale lui X: fata pozitivd (superioard) reprezentatd de
suprafatd X 1n punctele cireia se ataseaza vectorul normal care face unghiul ascutit cu axa Oz si
fata negativa (inferioard) pentru care unghiul este obtuz.

Pe conturul I" al suprafatei X care se proiecteaza pe xOy in conturul C al lui D, se pot
alege doua sensuri. Sensul asociat fetei superioare va fi acela care prin proiectia pe xOy a lui I’
ne da sensul direct pe C. Fetei interioare i se asociaza sensul opus. In mod analog se defineste
un sens pe conturul oricdrei portiuni din suprafata X. Se zice ca suprafata X este orientata.

Astfel, considerand ca Z este o suprafata orientata, putem spune ca oricarei curbe I' de pe
suprafata orientata considerata i corespunde un sens direct de parcurs. Sensul direct este acela
conform caruia daca un observator se miscd pe curba consideratd in sens indicat (direct), el
vede normala la suprafata totdeauna la stinga.

Fie F: L R*—R, X netedi si D=pr, X.
Fie D = {S1 A SR }0 diviziune a lui X ce determina pe D o diviziune 6={D1,D»,...,D, }.
Notdm o, = iaria(Dl.), semnul plus, respective minus, corespunzand cazului in care S,

se gaseste pe suprafata exterioard, respectiv interioard. Fie de asemenea un sistem de puncte
intermediare M; ( xi, yi, zi) € Si , i = I,n. Construim suma integrala, notata o, (F M ,.) data de:

O-D(F’Mi)zzn:F(xi:yiazi)wi .
i=1

C

++A* +B*+C?

care 1l face normala la fata orientatd, in punctul corespunzator, cu axa Oz.

Considerand (D, ) _,,
cele de mai sus, obtinem un sir de numere reale.

Dar @, =y, -aria(S,), unde y, = , reprezintd cosinusul unghiului pe

un sir de diviziuni ale lui £ pentru care calculam sume integrale ca

Definitia 8.9. Daca pentru orice sir de diviziuni (Dy)nen, cu sirul normelor tinzand la zero, si
pentru orice sistem de puncte intermediare, sirul sumelor o, (F M l.”) are o limita finita, notata

cu /, atunci aceasta reprezinta integrala de suprafata £ a lui F in raport cu coordonatele x si y.

Notatia folositd este: [ = _[ IF (x, v, z)dxdy = H F (x, y,z)yda .
z z

Observatii:
X = f(u,v)
1) Daca suprafata este data parametric: X:1 y = g(u,v), (u,v)eD,
z= h(u,v)
atuncii = T BHCK ai + B+ 7k ,
tVA*+ B +C°
A B C . .
cu o= , s deci:

,B= y=
+J A2+ B +C? +J A2+ B+ C? +J A2+ B+ C?

1= i”F(f(u, v), g(u,v).h(u,v))Cdudv

Semnul ,,+” se alege cand integrarea se face pe fata exterioara

Semnul ,,-” se alege cand integrarea se face pe fata interioara
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2) Daca suprafata este data astfel:

% z=2(rg) (x)e(D),
atunci avem relatia:

”F(x, v, z)dxdy = i”F(x, v, 2(x,y))dxdy
z D
Analog se definesc ”F(x,y,z)dxdz = ”F(x,y,z)ﬁdo s H F(x,y,z)dydz = ”F(x,y,z)ado
z P P z

Formula generala a integralei de suprafata in raport cu coordonatele este:

” P(x, y,z)dydz +Q(x, v, z)dxdz + R(x, y, z )dxdy =” (P(x,y,2)a+0(x,y,2)B+R(x, y,2)y o

Are loc urmatoarea formula integrala (formula lui Stokes):

jpx y,z)dx+0(x,y,z)dv + R(x, p,z)dz ”(__«Z_Q}l dz + jj(——ﬁ—Rjdxdz+Lj(Z—Q—a—P]dxdy.

Ox
Observatia 8.19. Daca V :Q — R, V(x y,z)=P(x,y,z )z + Q(x,y,z)} + R(x,y,z)%, iar
r=xi+ y; +zk este vectorul de pozitie al unui punct pe I' , atunci dr = dxi + dy; +dzk, si de
aici deducem ca: Pdx+ Qdy + Rdz = V-dr. Astfel:

7 a5 2 e - S 25 s

z

Observatia 8.20. Tinand cont de relatiile:

dydz = ado
dxdy = ydo
dxdz = pdo

obtinem forma vectoriala a formulei lui Stokes:
J‘; dr = J‘Irot?-;da.
r z

Observatia 8.21. (Formula Gauss-Ostrogradski- leagd integrala tripla de integrala de
suprafatd)

Fie Q un domeniu din R* simplu in raport cu axele de coordonate si Z=FrS;. Dacd V : Q — R

este astfel incat 8— @,a— sunt continue in Q, iar X este formatd dintr-o reuniune finita de
ox 0Oy Oz
portiuni netede atunci are loc relatia:
P R
H Pdydz + Qdxdz + Rdxdy = +j” 0 8Q R dxdydz ,
ox 8y 82

semnul ,,+” alegindu-se cand integrala se calculeaza pe fata exterioara a lui X.
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