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I. CONCEPTE DE BAZA SI TIPURI DE ERORI
L.1. INTRODUCERE

Metodele numerice sunt acele tehnici care permit
transformarea modelelor matematice in modele numerice (ce
opereazd pe spatii finite), si presupun algoritmi ce pot fi usor
transformati in coduri sursd, folosind diferite limbaje de programare,
iar prin intermediul acestora rezolvarea problemelor cédrora li se
adreseaza cu ajutorul calculatorului. Pe scurt putem spune ci ele
permit rezolvarea problemelor matematice cu ajutorul calculatorului.

Trecerea de la modelul matematic la cel numeric se face, in
general, pe baza unor aproximari si de aceea solutia oferitd de
algoritmii rezultati ca urmare a aplicarii metodelor numerice este, de
cele mai multe ori, una aproximativa. Ea poartd numele de solutie

numerica si, in cele mai multe situatii, este diferitd de cea exacta.

I.2. TIPURI DE ERORI

Pentru a intelege mai bine principalele surse de erori care pot
sd apard in rezolvarea numerica a problemelor este bine sa intelegem
mai Intdi modul in care numerele sunt Inregistrate si depozitate in
memoria unui calculator. Deoarece numai numere cu un numar finit
de zecimale pot fi reprezentate intr-un calculator, se foloseste
reprezentarea in virguld mobild a numerelor reale.

Reprezentarea in virgula mobila (sau flotantd) presupune ca

numerele sunt reprezentate in calculator sub forma:



y =+0.xx,...x, ) b°

t
y=4b-Y x,b*
k=1

unde b reprezintd baza de numeratie iar x; sunt cifre din axa
respectiva, adica valori din multimea: {0,1,. ..b— l}.
Deci, reprezentarea 1n virguld mobild poate fi sintetizata astfel:
y=s-M-b°,

unde s reprezintd bitul de semn (0 pentru + si 1 pentru -), M este
mantisa, b este baza de numeratie (de obicei 2) iar e este exponentul
bazei.

Astfel pentru reprezentarea unui numar este necesar un cuvant
binar cu trei cAmpuri: semnul, mantisa si exponentul.

Lungimea mantisei reprezintd precizia de reprezentare a
numarului. Astfel numerele pot avea mai multe formate: formate cu
precizie simpla (24 biti pentru mantisd) §i precizie simpla extinsa
(=32 biti pentru mantisd), si formate cu precizie dubla (52 biti) si
precizie dubla extinsa (> 64 biti).

Calculatorul opereazd cu numere normalizate, adicd numere

reprezentate astfel incit mantisa sd fie un numar subunitar cu prima
cifra dupa virgula diferita de zero, deci astfel:
t
y=20x%,...x,, y=£> x,b ",
k=1

De exemplu numarul 1,5 admite mai multe reprezentari (folosind
baza 2) printre care: +1111, +111,1-2", +1L11-2*, +1,111-2°,
+0,1111-2* i +0,001111-2°.

Dintre aceste reprezentdri ale numarului 1,5 penultima este cea
normalizata.



Cand se opereaza cu numere normalizate acestea trebuie sa fie
scrise cu ajutorul aceluiasi exponent. Dacd numerele au exponenti
diferiti se aduce numarul cu exponenet mai mic la o forma
corespunzatoare, ce utilizeaza exponentul mai mare. Se face operatia

propriu-zisa, si apoi se normalizeaza rezultatul.

Exemplul I.1. S& se adune urmatoarele doud numere:
x =4,156832; y = 246,548 , considerand ca ele sunt reprezentate sub
forma normalizata intr-un sistem de calcul cu virgula mobild avand
baza de numeratie b = 10, 1 = 6.

Solutie:

Forma normalizata a numerelor este:

x=0,4156832-10=0,415683-10; y = 0,246548-10° .

Cifra 2 din scrierea lui x se pierde tinand cont ca ¢, lungimea
mantisei, este 6. Observim ca formele normalizate nu prezinta
acelasi exponent. Aducem numarul scris cu exponent mai mic la o
formda 1n care apare exponentul mai mare, si astfel avem
x =0,004156832-10°. Pastrand doar 6 cifre semnificative obtinem
reprezentarea x = 0,004156-10° . Efectuim suma numerelor adunand
mantisele: x+y =0,250704-10°.

Efectuand calculele in mod obignuit obtinem:
x+y=250,704832 .



Exemplul I.2. Se considerd un sistem de calcul cu virguld mobila
avand baza de numeratie b = 10, ¢ = 4 si o reprezentare normalizatd a
numerelor. Se considera urmatoarele numere:
x, =0.2146, x, =3.175, x, =15.421, x, =176.86

Sa se efectueze adunarea acestor numere :

a) in ordine crescatore

b) in ordine descrescatoare

Solutie:
Formele normalizate ale numerelor sunt:
x, =0.2146, x, =0.3175-10, x, = 0.1542-10°, x, = 0.1768-10°

a) Adunarea in ordine crescatoare
Se observa ca numerele sunt date chiar in ordine crescatoare.

Astfel algoritmul este: se adund x, cu Xx,, iar rezultatul cux;. Noul

rezultat obfinut se adund cu x,. Notam cu a, (i=1, 2, 3) rezultatele

acestui proces.
a, = x,+x, =(0.0214+0.3175)-10 = 0.3389-10,

a, =a, +x, =(0.0338+0.1542)-10* = 0.1880-10,
a;=a,+x, =(0.0188+0.1768)-10° =0.1956-10°,
b) Adunarea in ordine descrescatoare

Algoritmul de calcul este urmatorul: se aduna x,cux,, iar
rezultatul cux,. Noul rezultat obtinut se adund cu x,. Rezultatele
intermediare se noteaza cu b, (i =1, 2, 3)

b, =x,+x, =(0.0154+0.1768)-10° =0.1922-10°
b, =b, +x, =(0.1922+0.0031)-10° = 0.1953-10°

b, = b, +x, = (0.1953+0.0002)-10° = 0.1955-10°



Concluzie: Adunarea numerelor in calculator nu mai are aceleasi
proprietdti ca operatia cunoscutd de adunare a numerelor reale.
Solutia finald a calculelor generate de modelarea numerica, ce
presupune efectuarea unor operatii aritmetice, care se executa repetat
si in numar finit, poate fi afectata de acestea.

Principalele clase de erori sunt urmatoarele: erori inerente,
erori de metoda, erori de rotunjire si de trunchiere (sau reziduale).

Erorile inerente nu au legiaturd cu elaborarea modelului
numeric. Ele se pot produce fie cand se obtine modelul fizic sau cel
matematic, fie cand se fac masuratori, sau chiar cand se introduc
datele de intrare intr-un program de calcul numeric.

Erorile de metoda sunt specifice folosirii metodelor numerice

si algoritmilor de calcul.

n

1
Exemplul 1.3. Sa se evalueze numeric j 3 i , pentru n=7.
02X+
Solutie:
Notand cu /, integrala precedentd se demonstreaza cu usurinta
ca are loc relatia de recurenta: [, = L —21 -
2n 2
1, 9 ..
1 xn 1*)6” 1(2x+9)—*x : 1 1 91 xnfl
J dx=Jz 2 dx=—Jx”’1dx—— —dx =
0 2x+9 0 2x+9 29 292x+9
N R B
2n|, 2 2n 2"

Calculdm 7,.



Avem:
1, =2 in(2x+9)! =2l = 010034
2 ©T29

1, =12 .0,10034 = 0,04847
2 2

1,=0,25 —%-0,04847 =0,031885

1, =%—%-0,031885=0,023184

1, = %—%-0,023184 =0.020672

I, = L —2-0,020672 =0.006976
10 2

I, = i—2-0.006976 =0.051941
12 2

1, =i—2-0.051941 =-0.162306 .
14 2

Rezultatul este incorect deoarece integrandul este un numar

pozitiv astfel ca integrala este pozitiva.
Eroarea care apare se datoreaza faptului ca eroarea obtinutd in

calculul lui /,, prin aproximarea numarului 1n1—91 s-a amplificat la

fiecare pas al algoritmului datoritd produsului %1 .., - La pasul n de

calcul eroarea cumulata devine proportionala cu 4.5".



Erori de rotunjire si de trunchiere sunt erorile generate in
principal de faptul ca dispunem de un spatiu limitat de reprezentare a
numerelor intr-un calculator, dar nu numai.

Intalnim erori de trunchiere atunci cind aproximam o marime
reprezentatd in calcule printr-un numar infinit de termeni, printr-un
numar finit de astfel de termeni. Eroarea apare datoritd termenilor
neglijati. In mare parte aceste erori sunt acceptate in calculul numeric
deoarece nu pot fi evitate.

Un exemplu de astfel de eroare este cea care se face cand

aproximdm numarul e cu o parte finitd din suma data de dezvoltarea

. . 1 e .
lui in serie Taylor: e =1+ F + 5 + 5 + ..., deci prin inlaturarea unui

numar infinit de termeni din aceastd suma.
Erorile de rotunjire apar deoarece numerele sunt reprezentate
in calculator cu un numaér redus de cifre semnificative, depinzand de

lungimea cuvantului (numarul de biti) utilizat de calculator.
L.3. EVALUAREA ERORILOR

In calculul numeric notiunea de eroare are semnificatia de
precizie a aproximirii. In calculele numerice sunt acceptate erorile
mai mici decit eroarea admisibila precizata.

Daca ne raportam la momentul in care se determina erorile in

cadrul aplicarii unei metode numerice intdlnim doua tipuri de erori:



e apriori- se estimeaza inainte de inceperea calculului propriu-
Zis;
e aposteriori- se estimeazd dupd Inceperea aplicarii
algoritmului, dupd una sau mai multe etape de rezolvare.
Indiferent de natura lor, erorile se evalueaza in functie de
valoarea exactd (reald) x a marimii de interes si de valoarea
aproximata (calculatd) X a acestei marimi. Evaluarea se poate face
in mod absolut sau relativ.
Definitia I.1. Eroarea absoluta se noteaza cu e, si este data de
relatia:
a) e, =x—X,saub) e, =|x—x (1)
Eroarea absoluta nu tine cont de ordinul marimii studiate si din
acest motiv nu este totdeauna suficienta doar cunoasterea acesteia.

Definitia 1.2. Eroarea relativa se noteazad cu ¢, si este datd de

_ e e
relatia: a)e, =—,saub) g, =+
x x

Uneori eroarea relativa se exprima, in procente, prin relatia:
= %] 100[%] 2

Deoarece valoarea exactd nu se cunoaste de cele mai multe ori,
se introduce in relatiile precedente valoarea calculata in locul valorii

reale si se obtin relatiile:

e e e
a)e, = ?, saub)g = ? sau &, = | = -100[%], in procente. (3)
X



Exemplul L.5. Si considerdim o marime, x=13, a carei

valoare calculatd este x =14 . Eroarea absolutd este e, =1. Aceeasi
eroare absolutd, e, =1, se obtine si dacd de exemplu analizdm o alta
marime y, pentru care y = 1386, iar y =1387.

Folosirea valorii calculate drept aproximare a marimii reale in
prima situatie convine mai mult decat in cazul doi, daca ne raportim
la ordinul de marime al celor douda marimi analizate. Erorile absolute,
fiind egale, nu dovedesc acest lucru, insa erorile relative sugereaza

1 1 . .
asta: &, =—=00714, ¢, =——=7.2098-10", sideci ¢, < ¢,.
14 Y1387 ’

X

Astfel se realizeaza o aproximare mai bund a marimii y prin

y decat aproximarea marimii x prin X .
1.4. CONDITIONARE SI STABILITATE

Conditionarea unei probleme se referd la sensibilitatea datelor
de iesire, adicd a solutiei, fatad de variatiile (perturbatiile) datelor de
intrare. Problemele pot fi bine conditionate, sau slab conditionate.
Cand variatii mici ale datelor de intrare determind variatii mici in
solutie, problema este bine conditionatd, iar cand determind variatii
mari ale solutiei ea este slab conditionata.

Astfel pentru diferite clase de probleme de calcul numeric se
definesc numere de conditionare care exprima factorul de amplificare

a erorii.



O problema caracterizata de un numar de conditionare mare va
fi o problema slab conditionata, iar una caracterizatd de un numar de
conditionare mic (in general subunitar) va fi bine conditionata.

Conceptele de stabilitate sau instabilitate numerica se refera la
algoritmii ce insotesc metodele numerice. Acei algoritmi care se
dovedesc a nu amplifica erorile in timpul calculelor pe care le
presupun se spune cd sunt stabili din punct de vedere numeric,
respectiv instabili, daca produc un astfel de efect.

De exemplu in cazul algoritmilor care oferd solutii
aproximative care converg catre o limitd, se poate intampla ca, desi
conditiile de convergentd sa fie satisfacute, datoritd cumuldarii
erorilor de rotunjire, solutia generatd si se departeze, uneori chiar
foarte mult, de aceasta limitd. Spunem in acest caz ca algoritmul este
instabil.

Cele mai mari erori care ar putea sa apara in rezolvarea pe cale
numericd a problemelor s-ar obtine deci 1n cazul in care s-ar aplica
un algoritm instabil la rezolvarea unei probleme slab conditionate.

O astfel de situatie trebuie evitata prin gasirea altor metode de
solutionare. Pentru a obtine o bund solutie numerica la o problema
aceasta trebuie sa fie bine conditionata iar algoritmul de rezolvare

stabil.
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II. METODE DIRECTE PENTRU REZOLVAREA
SISTEMELOR DE ECUATII LINIARE

I1.1. INTRODUCERE

In ceea ce priveste un sistem de n ecuatii cu n necunoscute,
rezolvarea 1nsasi a unui astfel de sistem, si deci posibilitatea de a
vedea dacd avem sau nu solutie, este la fel de costisitoare (din punct
de vedere al timpului si al memoriei) ca si calcularea determinantului
sistemului sau a rangului matricei acestuia. De aceea de multe ori se
trece direct la solutionarea sistemelor fard ca in prealabil sa se
studieze existenta solutiei.

Pentru rezolvarea sistemelor liniare existd doud clase de
metode :

a) Metodele directe sau exacte, cum sunt metodele de tip
Gauss, ce furnizeaza solutia exactd intr-un numar finit de pasi,
abstractie facand de erorile de rotunjire sau trunchiere care pot sa
apara.

b) Metodele iterative, precum metodele Jacobi si Gauss-
Seidel, ce aproximeazd solutia generand un sir ce converge catre
aceasta.

Metodele exacte necesitd multe operatii aritmetice, ce duc la
acumulari mari ale erorilor de rotunjire, si presupun timp mare de
utilizare a calculatorului si spatii mari de memorie.

Metodele iterative sunt mai rapide decat cele exacte, necesita

un numar mai mic de operatii aritmetice, dar ¢ mai greu de precizat

11



de la inceput numarul de iteratii necesare obtinerii unei solutii

suficient de bune.

I1.2. REZOLVAREA SISTEMELOR TRIUNGHIULARE

Un sistem de »n ecuatii cu n necunoscute se numeste
triunghiular daca matricea atasatd acestuia este superior sau inferior
triunghiulara.

Definitia II.1. Matricea 7 = (t,.j)e M(C) se numeste superior
(inferior) triunghiulara daca:

t, =0 pentru i > j (t(.,. :0pentrui<j).

Un sistem de # ecuatii cu n necunoscute a carei matrice este
superior, respectiv inferior triunghiulard se rezolvd usor prin
substitutie inversda (sau 1inapoi), respectiv substitutie directd

(substitutie Tnainte).
Vom considera cazul sistemelor ce admit o solutie unica, deci

cazul in care elementele ¢; #0,Vi=1Ln.

Sa consideram un sistem caracterizat de o matrice inferior

triunghiulara. Sistemul are 1n acest caz forma:

X, =b,
LX) + 15X, =b,
taX, +t,Xx, +..+t, x, =b,

12



Metoda substitutiei directe presupune obtinerea
necunoscutelor succesiv, incepand cu prima din ecuatiile sistemului.

Astfel obtinem:

b]
X =,

tll

_b-t,x
B —
t22
n—l1

bn B Ztnk'xk

X = k=1

n

t

nn
Algoritmul de rezolvare a sistemelor inferior triunghiulare
Date de intrare: n, numirul de ecuatii si necunoscute;

matricea triunghiulard a sistemului, 7, care Indeplineste conditia

t;; #0, Vi =1,n; termenii liberi b,i= Ln.

Date de iesire: solutia sistemului
1. Citeste datele de intrare;

2. Initializeaza variabilai i < 1;

o b
3. Atribuie lui x, <« —*;
11
4. Pentruidela2lan,cupasul 1, executa

4.1.Initializeaza Scu 0 S« 0;

4.2. Pentru k =1,i —1, cu pasul 1, executa
S<=S+1,X,;
b.—-S

i

4.3. Atribuie valoare necunoscutei X, , X; <— ;
t.

1
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5. Afiseaza valorile necunoscutelor;
6. Stop.

Analog se obtine si algoritmul pentru rezolvarea sistemelor

superior triunghiulare, denumit substitutie inversa, sau inapoi. Prima

necunoscutd care se afld este x, , apoi se determind Xx, ,...,X.

Sistemul se rezolva practic Incepand cu ultima ecuatie:

b _Ztu X

Jj=i+l
i s
t.

il

i=n-1,n-2,---,1.

Algoritmul de rezolvare a sistemelor superior
triunghiulare

Date de intrare: n, numirul de ecuatii si necunoscute;

matricea triunghiulard a sistemului, 7, care Indeplineste conditia

t;; #0, Vi =1,n; termenii liberi b,i= Ln.

Date de iesire: solutia sistemului

1. Citeste datele de intrare;
2. Initializeaza variabila i ,i < n;

b
3. Atribuie lui x, < —*;
¢

4. Pentruidelan-1lal, cupasul -1, executa
4.1.Initializeazd Scu 0, S < 0;

42.Pentru k =n,i—1 ,cu pasul -1, executa
S« S+t,x;

14



o . b-S§
4.3. Atribuie valoare necunoscutei X, , Xx; <= — ;
t.

un

5. Afiseaza valorile necunoscutelor;
6. Stop.

Exemplul I1.1.
1) Sa se rezolve sistemul de ecuatii de mai jos prin metoda

substitutiei inverse:
4x, +x,—x,+x, =5
3x,—x,+x, =3
Sx,+x,=6
2x,=2

Solutie:
Matricea coeficientilor sistemului dat este superior

triunghiulara si deci aplicdm substitutia Tnapoi. Se incepe cu calculul

lui x, , apoi se calculeaza si celelalte necunoscute: x5, x5, X;.

Obtinem astfel: x, =1, x; =1, x, =1, x; =1.

Folosind limbajul C de programare s-au realizat urmatoarele
programe pentru rezolvarea sistemelor superior, respectiv inferior

triunghiulare.

/*Program Rezolvare Sistem Superior Triunghiular*/
#include<stdio.h>
#include<conio.h>

float s,x[30],T[30][30],B[30];
int 1,k,j,n;
void main()

{
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printf("Dati nr de ecuatii n:\n");
scanf("%d",&n);
printf("Dati coeficientii necunoscutelor\n");
for (i=1;i<=n;i++)
for (j=i;j<=n;j++)
{
printf("T[%d][%d]: ",i,));
scanf("%f",&T[i][j]);
H
printf("Dati termenii liberi:\n");
for (i=1;i<=n;i++)
{
printf("B[%d]: ",i);
scanf("%f",&BJ[i]);
H
X[n]=B[n]/T[n][n];
for (i=n-1;i>=1;i--)
{ s=0;
for (k=n;k>=i-1;k--)
s=s+T[1i][k]*x[k];
x[1]=(B[i]-s)/T[i][il;
H
printf("Solutia este: \n");
for (i=1;i<=n;i++)
printf("x[%d]=%f \n",i,x[1]);
getch();
H

/*Program Rezolvare Sistem Inferior Triunghiular*/
#include<stdio.h>
#include<conio.h>
float s,x[30],T[30][30],B[30];
int 1,k,j,n;
void main()
{
printf("Dati nr de ecuatii n:\n");
scanf("%d",&n);
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printf("Dati coeficientii necunoscutelor\n");
for (i=1;i<=n;i++)
for (j=1;j<=i;j++)
{
printf("T[%d][%d]: ".i,));
scanf("%f",&T[i][j]);
}
printf("Dati termeniiliberi:\n");
for (i=1;i<=n;i++)
{
printf("B[%d]: ",i);
scanf("%f",&BJi]);
H
x[1]=B[1}/T[1][1];
for (i=2;i<=n;i++)
{ s=0;
for (k=1;k<=i-1;k++)
s=s+T[i][k]*x[k];
x[1]=(B[i]-s)/T[i][i];
}
printf("Solutia este: \n");
for (i=1;i<=n;i++)
printf("x[%d]=%f \n",1,x[1]);
getch();
H

In continuare sunt prezentate cateva rezulte obtinute pe baza

ruldrii acestor programe:
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® | O cc\aini rund oo mie | 2 " Chechbirhrundios ese
| gl

Dati nr de ecuatii n: Dati nr de ecua

seficientii necunoscutelor Dats c

111
[

rapeniiliber:

[=[=]e]=]=]2]
[=]=[a]=]¢ 2]
T, BBEagg

I1.3. ALGORITMUL GAUSS PENTRU REZOLVAREA
SISTEMELOR LINIARE. VARIANTA GAUSSJORDAN.

Metoda lui Gauss este una din cele mai cunoscute metode de
rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare, de calcul al determinantilor
si de determinare a inversei unei matrici. Se poate utiliza inclusiv la
aflarea rangului unei matrici. Consideram un sistem liniar de =
ecuatii cu z necunoscute:

Ax=B,unde AeM,(R),BeM, ;(R).

Algoritmul Gauss, denumit gi metoda elimindrii partiale sau
tehnica de pivotare, consta in a aduce sistemul, prin n-1 transformari
elementare, la o forma echivalenta, caracterizata de o matrice

. . . - . .. .
superior triunghiulard, notatdi A’, prin eliminarea succesivd a

necunoscutelor din ecuatiile sistemului initial.
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Pentru aflarea solutiei sistemului considerat se rezolva apoi
sistemul triunghiular obtinut, A'x = B', prin substitutie inversa.

Transformarile succesive la fiecare etapa se aplica matricei
extinse a sistemului.

Pentru a prezenta aceste transformari succesive notdm printr-

L . < (k e
un indice superior pasul curent, astfel ca al(j ) reprezintd elementul de
pe linia 7 coloana j al matricei de la pasul k. Notim elementele

. .. .o 0 ..
matricei 4, cu indicele 0 sus, adica a, =a; Vi, je {1,...,n} .

Transformarile efectuate la etapa k pot fi rezumate n formule:

ai(l.kfl) pentru i<k, je Ln

a =10 pentru i>2k+1, j<k
(k-1)

(k-1) Dy (k-1)

a; ) a,;’ pentru izk+1, j=k+1.
k., k

p pentru i<k,

b(k) _ (k-1)

i - aq, -
plhn a’(’:_l) bV pentru i>k+1

k.k

Elementul a,(f,; Y poartd numele de pivot al transformarii de la
pasul k. Evident el trebuie sa fie nenul pentru ca algoritmul sa

functioneze.

Se obtine 1n final un sistem echivalent caracterizat de o
matrice superior triunghiulara a carei solutie se obtine prin substitutie

inversa.
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Daca se Intdmpld ca pe parcursul aplicarii algoritmului sa
intalnim un element nul pe pozitia pivotului se permuta linia curenta
cu o linie situatd sub ea, astefel Incadt noul element, ce ajunge pe

pozitia pivotului, sa fie nenul.

Algoritmul de rezolvare a sistemului Ax = B prin metoda

Gauss este descris In continuare.

Date de intrare: n, matricea 4 si vectorul coloana format cu
termenii liberi, B

Date de iesire: solutia (x;,X,...., x, )sau un mesaj de eroare
1. Pentruidelallan-1 executa:

a. Cauta p cel mai mic intreg p =i,n astfel ca
api #0

b. Daca nu exista , atunci scrie ,,sistemul nu are
solutie unica” si du-te la pasul 4

c. Daca p#i, atunci permuta liniile p si i

d. Pentrujdelait+l lan executa

1. linia; = linia ; —m ;linia;

2. Daca a,, #0 ,atunci

2.1 x ::bn/
g amz

2.2 pentruidelan-1 la 1 executd

20



X, = {bl. - Zn:aijxj}/aii

Jj=i+l

altfel

2.3 Daca b, =0, afiseazd sistemul nu are solutie
unica si du-te la pasul 4

altfel
2.4 afiseaza sistemul nu are solutie si du-te la pasul 4
3. Afiseazd xj,xp,...,X,
4. Stop.
Metoda Gauss poate fi folosita si la calculul determinantului,
unei matrici, precum si la aflarea inversei unei matrici.
Valoarea determinantului unei matrici superior triunghiulare,

de forma matricii 4’ se obtine simplu cu ajutorul relatiei:

det(A) =A= a”aglz)agi)...aﬁ:’l) .

Reamintim cad pentru a putea folosi aceasta metoda este
necesar ca elementele alese drept pivoti si fie nenule. in plus, pot
aparea erori numerice dacd ele au valori prea mici. Pentru a evita
aceasta situatie se pot inversa ecuatiile sistemului intre ele, fapt care

duce 1nsa la schimbarea semnului determinantului.

I1.4. TEHNICI DE PIVOTARE
Pentru a micsora erorile ce pot sd apara in cazul aplicarii
metodei Gauss s-au conturat doud tehnici de pivotare: pivotarea

partiala si pivotarea totala.
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In cazul pivotirii partiale se alege drept pivot elementul de sub
diagonald, de pe aceeasi coloand, maxim in modul. Acesta este adus
pe pozitia pivotului printr-o permutare convenabild de linii, dupa
care algoritmul se continud in modul obisnuit.

In cazul pivotarii totale, la pasul i se alege pivot elmentul de
pe linia 7 coloana i doar dacd acesta este elementul maxim in modul
intre elementele submatricei obtinute la pasul precedent
A = (a,g’l) (formate cu liniile si coloanele cu indici mai mari

i )isk,ISn

sau egali cu 7). Dacad nu el nu respectd aceastd conditie se cautd un
astfel de element in submatricea precizata si se aduce acesta pe

pozitia (i, 7) prin permutéri de linii dar si de coloane.

Observatia II.1. Permutdrile de linii nu afecteaza structura

solutiei sistemului, pe cand cele de coloane, da. De aceea permutarile
de coloane trebuie retinute, in ordinea efectudrii lor, pentru ca,
parcurgdnd in sens invers sirul lor ordonat, si permutind
corespunzator componentele solutiei sistemului rezultat, si obtinem

solutia sistemului initial.
Exemplul 11.2.
Aplicand metoda Gauss sé se rezolve sistemul:

—Xx+2y+z=2
2x+y—4z=8
3x—y—z=2

22



Solutie:

1] 2 1 |2
2 1 -4 |8
-1 -1 |2
-1 2 1 |2
0 [5] -2 |12
0 5 2 |8
-1 2 1
0 5 -2 |12
0 0 4 |4

Astfel se obtine forma echivalenta, caracterizata de o matrice

superior triunghiulara:

—x+2y+z=2
5y-2z=12
4z=-A4=z=-1
~ 12+2-(—1)_Q_2
5 5

x=-2+2-2+(-1)=1

Solutia sistemului este deci tripletul: (l ,2,— 1)

Exemplul I1.3
Sa se rezolve acelasi sistem aplicand tehnica pivotarii partiale.

Solutie:
In cadrul tehnicii de pivotare partiald, se permuti intre ele
liniile sistemului astfel incat la fiecare pas pivotul ales sa fie maxim

in modul intre elementele aflate pe coloana sa, sub linia pe care este

situat.
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23)=3.

La primul pas se observa ca maxq—l

Elementul maxim in modul de pe prima coloana, adicd 3,
trebuie adus, printr-o permutare de linii, pe prima pozitie. Astfel
permutam liniile 1 si 3.

Obtinem:

3x—y—z=2
2x+y—-4z=8 =
—x+2y+z=2

Bl -1 -1] 2
2 1 -4 38
12 1 2
3 -1 -1 2
o [l 194 2%
0 5’2 2’2 8’2
3 -1 -1 2
0o 5 =% %
0 0 4 | -4

Forma echivalenta a sistemului, data de ultimul tabel este :

3x—y—-z=2
5/ -10/ , 20
%9527
dz=-4=z=-1
_20+10(-1)
5
x:2+2+(—1)
3
Obtinem astfel solutia unica: (1,2,-1).

=2

=1
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Exemplul 11.4
Sa se rezolve acelasi sistem aplicand tehnica pivotarii totale.

Solutie:

La primul pas se cautd elementul maxim in modul din toatd
matricea sistemului. Se observa ca elementul maxim 1n modul este 4.
Acesta trebuie adus pe linia 1 coloana 1. Astfel se permuta liniile 1

si 2, rezultand:

2x+y—4z=8
3x—y—z=2
-x+2y+z=2

Apoi se permuta coloanele 1 si 3. Retinem aceasta permutare
de coloane( C, <> C,).

Sistemul devine:
—4x, +x, +2x;, =8
—X, =X, +3x; =2

X +2x,—x;=2
[-4] 1 2

-1 -1
1 2 -1

o Lyl W
o Y

La o aplicare a tehnicii de pivotare obisnuite, la pasul doi ar

A O oo N N

trebui ales drept pivot elementul — % .

Se observa insa ca elementul maxim in modul al submatricei
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y B 2/ este A
4 4
Acesta va fi pivotul urmétoarei transformari. El trebuie adus

pe linia 2, coloana 2. Permutdm pentru aceasta coloana 2 cu coloana

3, si fiind vorba de o permutare de coloane o retinem si pe aceasta

(C, <> C;). Obtinem:

9
4 /4

_04 [1%] _%

—4

2 1
0 0 2

A O 0|k~ O ®

Forma echivalenta (scrisd pentru alte necunoscute decat cele

initiale, deoarece au avut loc permutari de coloane ) este :

-4y, +2y,+y, =8
(*) 100y, - %y, =0=
2y, =4
Yy =2
5-2)
= =1
72770
2+2-8 -4
ne e

Solutia sistemului (*) este tripletul: (— 1,1,2).

Revenim la permutarile de coloane pe care le-am facut.
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Parcurgdndu-le 1n ordine inversa, si efectudndu-le asupra
componentelor solutiei, obtinem in final solutia sistemului inifial.

Astfel avem :
C,—>C, C,—Cy

(-11,2) - (-1,2,1) — (1,2,-1).

Astfel solutia sistemului initial este tripletul (1,2,~1).

Exemplul IL.5.
Folosind tehnica pivotarii sd se rezolve sistemul :

2x-3y+z—-t=-4
x+4y—z =-2
—-2x-y+3z-t=2
—-x+2y +t=4

Solutie:

-3 1 -1 —4

4 -1 0 -2

-1 3 -1 2

2 0 1 4

-3 1 -1 —4

P}é - N 0

-4 4 -2 -2

A A 2

30 -1 —4

1o - 1
0 lel] 180 |-24,

0 ;?1 E{k 2

OOONOOONOOON"P‘N
—_ N —_—

—

9]

=3 =7
1 -3 1 0
2/ _18/ |_2

0 -1 11
143/ |29

0 0 N6 P76
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Se obtine astfel urmatoarea forma echivalenta pentru sistem:
2x=3y+z—-t=-4
11y—-3z+¢=0

18 =2
26t = N6

Prin substitutie inversi obtinem solutia: (— 1,0,1,3).

Un cod sursd (in C) pentru algoritmul eliminarii gaussiene-
varianta pivotdrii partiale (pand la obtinerea matricei superior

triunghiulare) este prezentat in continuare.

/*Program Eliminare Gaussiana*/
#include<stdio.h>
#include<conio.h>
#include<math.h>
double t,m;
int 1,j,k,1,n;
float s, a[10][10], b[10];
void main()
{
printf ("Intoduceti nr. de linii si de coloane ale matricei");
scanf("%d",&n);
printf("Dati matricea\n");
for(i=1;i1<=n;i++)
for(j=1;j<=n;j++)
{
printf("a[%d][%d]: ",i,));
scanf("%f",&a[i][j]);
H
printf(""Dati termenii liberi:\n");
for (i=1;i<=n;i++)

{

printf("b[%d]: ",i);
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scanf("%f",&b[i]);

}
for(k=1;k<=n;k++)
{
1=k;

for (i=k+1;i<=n;i++)

if (abs(a[i][k])>abs(a[k][k]))
=15

if(1'=k)

{

for(j=1;j<=n;j++)

{

§=a[k][j];a[k][j]=a[l]U];a[l] (1=t
t=b[k];b[k]=b[1];b[1]=t;

}

for(i=k+1;i<=n;i++)

{

m=a[i][k]/a[k][k];

a[i][k]=0;
for(j=k+1;j<=n;j++)
a[i][j]=a[i][j]-m*a[k][j];
b[i]=b[i]-m*b[k];

}

}

printf("Dupa eliminarea gaussiana matricea este: \n");
for (i=1;i<=n;i++)
{
for j=1;j<=n;j++)
printf("a[%d][%ed]=%f ",i,j,a[i][j]);
printf("b[%d]=%f ",i,b[i]);
printf("\n");
H
getch();
}

Solutionarea problemei de la exemplul IL.3 cu ajutorul

programului de calul numeric anterior este prezentata in continuare.
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I1.5. VARIANTA GAUSS-JORDAN.
Transformarile efectuate sunt asemanatoare cu cele din cadrul
metodei Gauss, Insd afecteaza toatd matricea de la pasul curent, in

final obtinindu-se un o matrice diagonala.

Formulele de transformare iterativa a elementelor matricei 4

la etapa & sunt :

a,’ = a,(;’l), pentru j =1

(k1)

a
alg.k) = a;.k’l) —%ai’f}f') ,pentrul <i<nizk,j>k+1
ak,k
a® =a"" | pentru j<k
ij ij ’

al.(,f) =0, pentrul<i<n,izk

iar membrul drept se modifica dupa relatiile :

blgk) _ b]gk—l)
al(k—l)
p¥) = pi) — ’(’:71) ¥V pentru i#k
ay
R b_(n—l) -
In acest caz solutia sistemului va fi: x; = l(n—l) , i=1n.
a
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Metoda Gauss-Jordan mai poartd denumirea de metoda
elimindrii complete. Se poate aplica si usor modificatd in sensul ca se
poate obtine in final un sistem caracterizat de matricea unitate.
Pentru aceasta linia pivotului se imparte la pivot. Se fac intr-adevar
mai multe operatii algebrice asupra matricei sistemului, fatad de

varianta prezentatd, dar se giseste direct solutia acestuia

(x,=b/"" i=1,n).
Exemplul II.6.

Sa se rezolve urmitoarele sisteme folosind metoda Gauss-

Jordan.
X=X +tx =4 X, =X, +x,+2x,=3
a)12x, +x,—x;=1 , b) X, =2x,+x,=2 .
- X, +2x,+x,=6 2%, +2x, —x; +x, =1
Solutie:

a) Obtinem succesiv urmatoarele tablouri:
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1 1| 4
2 1 -1 1
-1 2 1] 6
1 -1 1| 4
0 3 -3| -7
0 1 2110
1 0 0 %
0 1 -1 —%
0o o 3|3
1 0 0 159
0 1 0 169
o o 1|37

In acest caz ultima forma echivalentd pentru sistem este una

diagonala, cu elemente unitate, deci solutia se obtine direct. Astfel,

I ER TR )

X =

X, = X, =
s 2 5 3
9 9 9
reprezintd solutia unica a sistemului.
b) In acest caz avem un sistem cu 3 ecuatii i 4 necunoscute.

Procedand analog in cazul sistemului de la punctul b) gasim:
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1 -1 1 2 3
0 1 -2 1 2
2 2 -1 1 1
-1 1 2 3
01 -2 1 2
0 4 -3 -3| -5
1 0 -1 3 5
0 1 -2 1 2
0 0 5 -7 -13
1 0 0 % 12/
01 0 % -16/
0 0 1 7413

O forma echivalenta pentru sistem este:

X, +%x4 :1%

X, —%x4 —— 1% — rang4=3, rangz=3,
=7, = 13,

Sistemul este deci compatibil simplu nedeterminat. Necunoscutele
principale sunt Xx,,x,,x; iar necunoscuta secundard X,.

Alegemx, =« .
12 8

5 5

x,=a=S: BTy
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III. METODE NUMERICE iN CALCULUL
MATRICEAL

I11.1. FACTORIZAREA MATRICELOR

Prin factorizarea unei matrici Intelegem scrierea acesteia ca un
produs de doud matrice: una inferior triunghiulara cealaltd superior
triunghiulard (denumita factorizare LR).

Definitia I11.1. Fie 4 € M, (R), reprezentarea lui 4 sub forma:

A=L-R,
cu L- matrice inferior triunghiulara si R- matrice superior
triunghiulara, reprezinta factorizarea LR a lui A .

Factorizarea unei matrici se foloseste in solutionarea
sistemelor liniare cu » ecuatii si # necunoscute.

Considerand sistemul Ax=B, prin inlocuirea lui 4 in relatia
precedenta cu expresia obtinuta prin factorizare, obtinem:

LRx=B

Astfel rezolvarea sistemului Ax = B presupune descompunerea
acestuia in rezolvarea a doua sisteme:

1) Ly = B (sistem caracterizat de o matrice inferior
triunghiulard, care se rezolva printr-o “substitutie inainte” );

2) Rx = Y (sistem caracterizat de o matrice superior

triunghiulard, care se rezolva printr-o “substitutie Thapoi”).
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Teorema III.1. Dacd matricea 4 are toti minorii diagonali
principali nenuli, atunci exista o factorizare LR a lui 4 In care L este
nesingulara.

Pentru determinarea matricelor L si R existd doua tipuri
importante de algoritmi asemanatori, care diferd doar datoritd
aspectului matricelor rezultate in urma descompunerii:

1)  Metoda Crout — caz in care diagonala lui R este unitara.
2)  Metoda Doolittle —caz in care diagonala lui L este unitara
1) Factorizarea Crout (metoda Crout)

In acest caz avem urmatoarea descompunere 4 =L-R cu

by 00 .. 0 UPIIE Tin
Ly L, 0 .. 0 0 1 n, o
L=l L, L . . 0 R=10 0 1 . . n,
ln 1 ln 2 ln 3 ln n 0 0 0 c 1

Determinarea elementelor se face impunand conditia ca
rezultatul produsului celor doua matrice L si R, in aceasta ordine, sa

fie egal cu matricea 4, adica:

Lan+lon, +. o+, =a;, 1<i,j<n

in" nj ij
Deoarece se stie ca /;; =0 pentru j >i+1, 7; =0 pentru j<i—1 si
min(i,j)
r,=1,1<i<n , obtinem: aq; = Zlikrkj si de aici relatiile ce
k=1

determina elementele necunoscute ale celor doud matrice:
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. Pentru matricea inferior triunghiulara:

j-1
Zl“ =a,~j— le-krkj, ]Sl,
k=1

0
unde pentru j=1 se considerd Y =0si [, =a,
k=1

. Pentru matricea superior triunghiulara:
i-1 4,
rl-jz aij—kzlll'kl"kj 'll'i ,]Zl+1,

0 a,,
unde pentru i=1 se consiedra Z: 0sin = —L
k=1 S ay

Pentru a face mai accesibild aplicarea algoritmului de
factorizare prezentat il vom detalia, insistdind asupra unor reguli
practice, usor de retinut.

Observatia II1.1. Determinarea practicd a matricelor se face

in paralel, astfel ca la fiecare pas se determina o coloand a lui L si o

linie a lui R, in modul urmator:

Algoritmul factorizarii Crout
Pasul 1:
- Se determind prima coloana a lui L, care coincide cu cea a lui A.
- Se determina prima linie a lui R, folosind formulele date. Inmultim

practic prima linie a lui L cu toate coloanele lui R ce au indicele mai
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mare strict decat 1 si egalam elementele corespunzitoare cu cele ale
lui 4.
Pasul 2:

- Se determind a doua coloand a lui L, inmultind toate liniile lui L,
de la 2 la n, cu a doua coloana a Iui R si egaland elementele
corespunzatoare cu cele ale lui A.

- Se determind a doua linie a lui R, Tnmultind a doua linie a lui L cu
toate coloanele lui R de la 3 la n, si egaland elementele
corespunzatoare cu cele ale lui 4.

...,etc.

Pasul n:
- Se determind ultima coloand a lui L (practic elementul /,, ).

Observatia II1.2. Numarul de elemente calculate, si implicit

numarul de operatii ce se efectueaza la fiecare pas, scade pe masura
cresterii numarului de ordine al pasului, astfel ca la ultimul pas se
calculeaza de fiecare datd doar un singur element.

Exemplul IIl.1. Folosind metoda Crout si se factorizeze

matricea
2 -1 2
A= 1 3 1
-1 2 1
Solutie:

Calculand minorii diagonali principali oservam ca ei respecta
conditia din teorema.

Fie cele doud matrice L si R.
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[1i 0 0 Ly ri3

L=l [ 0 R=10 1 pp3
[31 I3 133 0 0 1
Pasul 1:

-Se determind prima coloana a lui L. Avem relatiile:

l,=a,=2=1,=2
lLy=a,=1=1,=1
Ly=a,=-1=1[,=-1

-Se determind prima linie a lui R :

-1 -1 1
111 7”12:‘112:_1:’”12: | _7937’12 5
2
I ”13=a13=2:>r13_5:1
Pasul 2:
-Se determind a doua coloana a lui L.
1 7
Ly ny+ly=a,=3, 3122:34’5:5
1 3
L. r.+l, =a,=2 =/, =2——==
317 Ty 2 2 )
-Se determind a doua linie a lui R .
1-1-1
121"’13""]22"’23:a23:13rz3:T:O'
2

Pasul 3:
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-Se determina a treia coloana a lui L, adica elementul 133 .
Ly ty+l, ry+l,=a,=1 =1,=1+1=2.

Am obtinut urmatoarea factorizare pentru matricea A:

1
2 0 0 1 —5 1
A=L-R,unde L=]| 1 %0 siR=[{0 1 0
0 0 1
-1 z 2
2

/*Program Factorizare Crout*/
#include<stdio.h>
#include<conio.h>
float s, A[30][30], L[30][30], R[30][30];
int 1,k,j,n;
void main()
{
printf("Dati ordinul matricei A, n:\n");
scanf("%d",&n);
printf("Dati A\n");
for (i=1;i<=n;i++)
for (j=1;j<=n;j++)

printf("A[%d][%d]: ",i,j);
scanf("%f",&A[1][j]);
H
for (i=1;i<=n;i++)
LII=AL[1];

for (i=1;i<=n;i++)
{
RI[]=A[[/LI];
R[i][]=1;
}

for (=2;j<=n;j++)
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for (i=j;i<=n;i++)
{
s=0;
for (k=1;k<=j-1;k++)
s=stTL[i][k]*R[k][j];
} LEIGI=ATL[]-s;
for (i=j+1;i<=n;it+)
{
s=0;
for (k=1;k<=i-1;k++)
s=s+L[j1[k]*R[K][i];
} R[I[I=(AGIE]-s)/LGIG];

}
printf("Solutia este: \n");

for (i=1;i<=n;i++)
{
for (_]:1 ;j<=n;j++)
printf("L[%d][%d]=%f ",i,j,L[i][j]);
printf("\n");
H

for (i=1;i<=n;i++)
{
for (j=1;j<=n;j++)
printf("R[%d][%d]=%f ",i,j,R[i][j1);
printf("\n");
}

getch();

H

Folosirea programului anterior pentru factorizarea matricei

2 -1 2
A=| 1 3 1], conduce la urmaitoarele rezultate:
-1 2 1
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B Chlochbindrundas.eae

ati ordinul matricer A n

te
AEEBEA L[1][2]=0 BEE6EE L[1][3]1=0 806068

11=8

2) Factorizarea Doolittle (metoda Doolittle) :

In acest caz matricele L si R implicate sunt urmatoarele:

1 0 0 - -0 ' 2 s = = P

121 10 - -0 0 Vo Vs = 7 Fu

L= 131 lsz I - -0 R=0 0 s = = P
lnl ln2 - - - 1 0 0 - - - n"’l

Determinarea elementelor lor se face analog, diferd doar ordinea de

determinare a acestora.

Algoritmul factorizarii Doolittle
Pasul 1:
- Se determina prima linie a lui R.

- Se determind prima coloand a lui L .
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Pasul 2:
- Se determind a doua linie a lui R .

- Se determind a doua coloand a lui L .

Pasul n:

- Se determina linia 7 a lui R, practic elementul 7, al lui R.

Exemplul II1.2. Fie A cea din exemplul IIL.1:

2 -1 2
A=| 1 3 1
-1 2 1
1 0 0 rn ro I
Fie L= 121 10 R=10 Vo I
131 132 1 0 0 V'3
Pasul 1:

Se determina prima linie a lui R
m=2 rn=-L r3 =2
Se determina prima coloana a lui L

1 -1
121’”11 =day, :lzl :Ea 131”11 =da; 3131 =4

Pasul 2:

Se determina a doua linie a lui R .
1 7
121”12 T, =ay =Ty :3+5=5
1217’13""’23 =y =0 =1-1=0
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Se determina a doua coloand a lui L

[2_3 3

131”12 +132r22 =ds :>l32 = = 7

N

Pasul 3

Se determina r,,
131}"13+Z32r23+r33 =ay; =1 =1+1-0=2

Obtinem astfel matricele:

1 0 O 2 -1 2
L=|1/2 1 0| R=|0 7/2
-1/2 3/7 1 0 O

/*Program Factorizare Doolittle*/
#include<stdio.h>
#include<conio.h>
float s, A[30][30], L[30][30], R[30][30];
int 1,k,j,n;
void main()
{
printf("Dati ordinul matricei A, n:\n");
scanf("%d",&n);
printf("Dati A\n");
for (i=1;i<=n;i++)
for (j=1;j<=n;j++)
{
printf("A[%d][%d]: ",i,));
scanf("%f",&A[i][j]);
}
for (j=1;j<=n;j++)

RIITGI=ALG];
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for (j=1;j<=n;j++)

{
LOIT=ADITYR[1];
?[j][i]=1;

for (I=2;1<=n;i++)

{

for (j=i;j<=n;j++)

s=0;

for (k=1;k<=i-1;k++)

s=st+L[1][k]*R[k][j];
\ R[[I=A[[]-s;

for (j=i+1;j<=n;j++)

s=0;
for (k=1;k<=j-1;k++)
s=s+L[j][k]*R[Kk][i];
L{jIEI=(AGIA]-s)/RIA[1];
}
}
printf("Solutia este: \n");
for (i=1;i<=n;i++)
{
for (j=1;j<=n;j++)
printf("L[%d][%d]=%f ",i,j,L[i][j]);
printf("\n");
}
for (i=1;i<=n;i++)
{
for (j=1;j<=n;j++)
printf("R[%d][%ed]=%f ",i,j,R[1][j]);
printf("\n");
h
getch();
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Rularea programului anterior pentru factorizarea Doolittle a matricei

2 -1 3
A=|1 1 -1}, conduce la rezultatele de mai jos.
1 2 -1

| Chlooaimnndos e

3) Factorizarea Cholesky (sau metoda radacinii patrate)

Teorema II1.2. Daca Ae M n(R) e simetricd si pozitiv

definita, adica daca:
A=4", x'Ax>0(V)xeR"si XAx=0<x=0,

atunci existd o factorizare LR aluiAcu R=L",deci A=L-L'

Astfel, in aceste conditii avem:
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nl

hy==Fay ... 1l;=

a,, a,; .
by =a, =L =—==1,=—+, (v)l =2,n=
1 1

Prima coloana si prima linie se calculeaza simultan. La pasul
urmator se determind mai intdi /,,, apoi si restul elementelor de pe

coloana 2 a lui L. Se continua analog pentru toti pasii pana la pasul #.
in continuare este prezentat un program in C realizat pe baza

algoritmului factorizarii Cholesky.

/*Program Factorizare Cholesky*/
#include<stdio.h>
#include<conio.h>
#include<math.h>
float s, sum,A[30][30], L[30][30];
int ,k,j,n;
void main()
{
printf("Dati ordinul matricei A, n:\n");
scanf("%d",&n);
printf("Introduceti Asimetrica si pozitiv definita\n");
for (i=1;1<=n;i++)
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for (j=1;j<=n;j++)

printf("A[%d][%d]: ".i,));
scanf("%f",&A[1][j]);

H

=L

LjI01=sart(A[T][1]);

for (i=2;i<=n;i++)

L{]GI=ATAVLL][];

for (j=2;j<=n;j++)

{
s=0;
for (k=1;k<=j-1;k++)
s=stL[j][k]*L[j][k];
LijI[1=sart(A[10]-s);

for (i=j+1;i<=n; i++)

{
sum=0;
for (k=1;k<=j-1;k++)
sum=sum-+L[i][k]*L[j][k];
\ L[] 1=(A[][j]-sum)/L[j][j];

printf(" Matricea L este: \n");
for (i=1;1<=n;i++)

{
for j=1;j<=n;j++)
prlntf(”L[%d] [%d]:%f " 515.] aL[l] []])9
printf("\n");
§
getch();
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I11. 2. METODE NUMERICE PENTRU AFLAREA INVERSEI
UNEI MATRICI

II1.2.1. Matrice elementare

Daca permutam liniile sau coloanele matricei unitate, sau daca
facem o serie de combinatii liniare cu acestea, obtinem o serie de
matrice ce se numesc matrice elementare. Aceste matrice elementare,
notate in general cu E sunt folosite pentru a introduce o serie de
schimbari 1n structura unei matrici date, fard a-i schimba rangul, sau
determinantul.

De exemplu, pentru a inmulti linia a treia dintr-o matrice

A= (a i )1<' <3 cuun scalar A, construim matricea elementar3 care
<i,j<

sa aiba pe linia a treia in loc de 1 valoarea A .

1 0 0
E=/0 1 0
0 0 4

Facand produsul dintre £ si A , in aceastd ordine, obtinem

schimbarea propusa :

1 O 0 a]l a12 al} all a12 al}
0 1 0 aZl a22 a23 aZl a22 a23
0 0 A)\la, a, a, Aa, Aa,, Aa,

Sa construim acum o serie de matrice elementare care sa induca in

matricea data A urmatoarele schimbari :
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E, sa inmulteasca linia a douacu 3 ;
E, sa adune linia a doua la linia a treia ;

E; si permute linia a treia cu a doua.

E, = , E, = , E, =

(=l
S W O
- o O
(=l
—_— = O
—_— o O
oS O =
—_ o O
(= )

Aplicam succesiv aceste transformari elementare matriciei 4. Se

obtine urmatorul rezultat :

a ap ag
E,-E,-E -A4A=|3a, +a, 3a,+a,, 3a,+ay

3a,, 3a,, 3a,,

Matricele elemetare pot fi folosite pentru aflarea inversei unei

matrici date, in anumite conditii restrictive.

II1.2.2. Metoda transformarilor elementare successive pentru

aflarea inversei unei matrici

Aceastd metoda consta In construirea a n matrice elementare
EE,,....E, astfel ca:
1. E A saaiba prima coloana identicd cu prima coloand a lui /.

2. E,E A sd aiba primele doua coloane identice cu cele ale lui 7/, ,

s.a.m.d..
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3. Procedeul se repeta recursiv pana cand se obfine matricea [,
adica relatia: E,..E,E A=1,.
4. Dacd A este inversabild, atunci E,...E,E, = A", deci inversa ei

se afla facand produsul matricelor astfel construite, considerate in
ordinea inversa obtinerii lor.

Fie A matricea patratica a carei inversa o vom afla:

a, a, ... q,
Ay, Ay ... a4,
A=
_anl an2 ann n
Pasul 1
Construim
o _
— 0 0
an
ay 1 0
E =
1 a,
- 1
L J

Apoi calculam 4, = E, 4, matrice ale carei elemente le vom
1
nota cu a;

Deci:
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Pasul 2

Construim acum matricea elementara £, .

1 "1;2 0
Ay
1

0o — 0

£, = a5

=

(S 1

L Ay |

Calculam 4, =FE,4, = E,E 4, matrice ale carei elemente le

vom nota cu a;

1 0 a;,
0 1 :
A =EEA= “an
0 0 .. a

Continuand in mod analog se construiesc matricele Ej,...,E,

si apoi cu relatia (2) matricea A7,
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Observatia 1I1.4. Relatiile precedente arati cd la pasul i

trebuie sd avem a,' #0 pentru ca algoritmul si poatd fi aplicat,
0
unde a,, =a,, .

Exemplul I11.3 Si se determine inversa matricei 4, unde
3 -4
A= .
1 2

Voo
Determinam E, ={ A 1} sicalculam 4, =E, - 4:

R
w2

Determindm E, =

Solutie:

si calculam E, - 4,

EZ.AI:(I %o]_l -4 {1 0]

0 Ho)lo 1%

In concluzie inversa lui 4 este data de:
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Aflz % %
o Ho

Procedeul prezentat mai sus nu este singurul procedeu numeric
ce poate fi utilizat pentru calculul inversei unei matrici cand aceasta
exista.

Alte doua procedee larg utilizate sunt:

-metoda lui Gauss-Jordan
-metoda iterativa.

Metoda Gauss-Jordan se aplica tabloului format din matricea
A, a cérei inversa dorim sd o aflam, asezata in partea stanga, urmata
de matricea unitate corespunzatoare ordinului lui 4.

in tabloul final se obtine in stinga matricea unitate iar in
dreapta inverse matricei A.

in cazul aflrii inversei unei matrici pivotii se aleg pe
diagonala principala. Dacd la un anumit pas elementul ce urmeaza a
fi ales pivot este nul, si totusi existd inversa lui 4, se permutd doua
linii (coloane) astfel incat sd se obtind un pivot nenul si se continua
algoritmul. Matricea inversd se obtine prin permutarea coloanelor
(liniilor) corespunzitoare in matricea din partea dreaptd a ultimului

tablou.
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Exemplul I11.4. Sa se afle cu ajutorul metodei Gauss-Jordan

o

Construim primul tablou ce contine in dreapta matricea unitate

inversa matricei:

de ordinul trei si in partea stangd matricea A.

[1] 3 1 0

1 7 0 1

1 3 1 0
0 [10] -1 1

1 0 710 3/10
0 1 /10 1/10

Din ultimul tablou deducem inversa lui 4, A",
4 7/10 3/10
A = .
-1/10 1/10

Exemplul I1L.5. Sa se afle cu ajutorul metodei Gauss-Jordan

inversa matricei:



Solutie:

0

-2/5
1/5
4/5

-2/9

3/5

1/5
-6/5

2/9

1/3

-1/9
5/9

1/9

4/9

1/3

-6/9

-2/5

0

1/5
9/5

1

Din ultimul tablou deducem:

—
S N _95_9
?_;91_94_9

1_31_37_;3

—

A
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/*Program Inversa -varianta G-J cu pivotare partiala*/
#include<stdio.h>
#include<conio.h>
#include<math.h>
float t,m;
int i,j,k,L,n;
float s, A[10][20], u[10][10];
void main()
{
printf ("Intoduceti nr. de linii si de coloane ale matricei");
scanf("%d",&n);
printf("Dati matricea\n");
for(i=1;i1<=n;i++)
for(j=1;j<=n;j++)
{
printf("A[%d][%d]: ",i,));
scanf("%f",&A[i][j]);
}
for (i=1;1<=n;i++)
for(j=n+1;j<=n+n;j++)
{
if j==i+n) A[i][j]=1;
else A[i][j]=0;

}
for(k=1;k<=n;k++)
{
1=k;
for (i=k;i<=n;i++)
{uli](k]=sqrt(A[i][k]*A[i][k]);

if (ll}[i][k]>U[k][k])

=i

if(11=k)

for(j=1;j<=ntn;j++)

{

\ =ALK]IGLAKIGI=ANIGL A=t

for(i=1;i1<=n;i++)
{
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m=A[i][k]/A[k][k];
A[][k]=0;
for(j=k+1;j<=n+n;j++)
fx[i][i]IA[i][j]-m*A[k][i];
A[K][k]=1;
J
printf("Matricea inversa este: \n");
for (i=1;1<=n;i++)

{
for (j=n+1;j<=n+n;j++)
printf(" A[%d][%d]=%" i j-n, AL][i]);
printf("\n");

}

getch();

b

Exemplul IIL.6. Sa se determine, folosind metoda

4 -1 3
transformarilor elementare, inversa matricei A=(2 0 —-1].
2 1 =2
Solutie:
ooo
Pasul 1: Determindm E, = —% 1 0
_% 0
Calculam
oo s [ %)L
E-A=|-V, 1 0[|2 0 J:o Y -%l=4
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0
Pasul 2: Determinam £, =|0 2 0
1

Calculam

1 1

[\

S

-3

gt A %

1
E,-4=l0 2 0]0
0

)
—310%

Pasul 3: Determindm £, =|{0 1 5/4 |=
0 0 1/4
1 00
E,-A=|0 1 0|=> A4'=EEE,
0 0 1
Efectuand calculele obtinem:
1/8 1/8 1/8
Al =|1/4 -7/4 5/4/|.
1/4 -3/4 1/4
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IV. METODA APROXIMATIILOR SUCCESIVE iN
REZOLVAREA SISTEMELOR LINTARE

IV.1. METODA APROXIMATIILOR SUCCESSIVE

Definitia IV.1. Spunem ca (X,d) este un spatiu metric

complet daca orice sir Cauchy cu elemente din X este sir
convergent.

Definitia IV.2. Sa consideram un spatiu metric (X ,d ) si

o aplicatie f: X — X . Vom spune ci x € X este punct fix
pentru f'daca f (x*) =x .
Definitia IV.3. Aplicatia f se numeste contractie daca

existi aeR,0<a<]1, astfel incat d(f(x),f(y))< ad(x,y)

pentru oricare ar fi x,ye€ X. a se numeste constanta

contractiei.

Teorema IV.1. ( Teorema de punct fix a lui Banach) Fie

(X,d) un spatiu metric complet si /: X - X o contractie.

Atunci fare un unic punct fix x € X . El este limita sirului

X, = f(xn ), n=0,1,....
unde x, € X este arbitrar.

Din demonstratia teoremei se poate deduce ca:
d(x,,x,,,)<a"d(x,,x )hn>0
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d(xn’anrp)S la_d(XOJ'xl)anap € N
-a
Relatia precedentd spune ca sirul (xn) este sir Cauchy.
Intrucat (X,d) este spatiu metric complet, (xn) va fi sir

convergent. Notim cu x € X limita sa. Avem:
limd =0 si x" = f(x"
limd(x,,x)=0 si " = /(')

Observatia IV.1. Elementele xo, xi, Xx2,... S€ numesc

. .. . . * . . e e e 1o
aproximatiile succesive ale lui x . Aproximatia initiald xo
poate fi luata arbitrar in X.

Observatia IV.2.
Se poate deduce ca:

. a"
1. d(xn,x )S l—d(xo,xl),n >0
—a
Aceasta inegalitate ne arata cat de mare poate fi eroarea

. ~ . ~ *
pe care o obtinem cand aproximam pe x cu x,.

2. d(xn,x*)ﬁ d(x, ,,x,)n>1

n—1°>"n

1-a

IV.2. METODE ITERATIVE PENTRU REZOLVAREA
SISTEMELOR DE ECUATII LINIARE

Metodele iterative sunt mai simple 1insa prezinta
dezavantajul ca nu se poate stabili de la Inceput numarul de
pasi necesari rezolvarii. Astfel sunt costisitoare, mai ales in

ceea ce priveste timpul de calul. Se folosesc in general pentru
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sisteme de dimensiuni mari si sunt de asemenea potrivite
rezolvarii sistemelor ce prezinta multi coeficienti nuli.

Metodele iterative constau 1n construirea unui §ir
(x(’“)eR"),k:O,l, ..... , convergent catre solufia exactd x a
sistemului: Ax=b,unde A R"",beR".

Oprirea procesului iterativ este influentatd de eroarea

admisibila datd, notatd cu ¢ saucu ¢, .

Observatia IV.3. Pentru rezolvarea sistemului Ax =5

definim f:R" — R" astfel: f(x)=y , unde componentele lui
y sunt date de:
1 n
yi=—1|b _Zaljxj
ap j=2

1 n
Yy = _Lbz - zaz_/xj - az1)’1j
a j=3

22

J=i+l

1 i—1 n
Yi= _(bi - Z%yj - Z aiix.i]
a; J=1

l n—1
Yo = _(bn - Zanjyj}
a j=1

nn

Sunt adevarate urmatoarele enunturi:
1. Aceasta aplicatie se poate defini doar atunci cand diagonala

principala a matricei 4 nu contine elemente nule (a, #0).
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2. Aplicatia d:R"xR" - R d(x,y)= max|x,- —y,-| este o

metrica pe R" iar (R”,d ) reprezinta un spatiu metric complet.
Teorema 1V.2. Daci AeM,(R) este astfel incat

n
(+) |al.l.| > Z‘ay’
j=1

J#i

, i=1n (diagonal dominanti pe linii), atunci

aplicatia f'este o contractie de coeficient ¢ dat derelatia:

n
Z‘az/‘
j=1

g =max-Z—
i=l,n |aii|

De aici obtinem un algoritm de solutionare a unui
sistem algebric caracterizat de o matrice ce satisface cerintele
teoremei.

Algoritm. Alegem x” e R" si apoi construim sirul de
aproximatii succesive (iteratii successive) folosind relatia:

x) = f(x(")) n=012,..
Atunci= x* =limx" este singurul punct fix al lui f.

n—»o0

Mai mult x* = f (x*):> x" este solutia sistemului Ax=5.

Exista in principal doua metode iterative ce se folosesc la
rezolvarea sistemelor liniare: metoda Jacobi si metoda Gauss-

Seidel.

I. Metoda Jacobi (metoda iteratiilor simultane)
Aceasta metoda iterativdi consta in constructia sirului

x%. &k =0,,.. astfel:

x se alege arbitrar,
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(k+l b Zaljj ? .:1’_”

ll
]?’Zl

Observatia 1V.4. Se observa ca la o iteratie in formule

de calcul din membrul drept se folosesc toate componentele
iteratiei precedente.

I1. Metoda Seidel-Gauss (metoda iteratiilor succesive )

Ea consta in constructia sirului x(k),k =0,1,... dupa modelul de
constructie a functiei f din paragrafele anterioare (astfel
y— x(+) ).

Observatia IV.5. La o iteratie, in formule, se Tnlocuiesc

valorile obtinute la iteratia precedenta cu valorile de la iteratia
curenta, daca acestea sunt calculate.
Existd si cazuri in care conditia (*) nu este indeplinita
si totusi algoritmul Seidel-Gauss converge.
Metoda Jacobi este mai lent convergenté decat metoda

Observatia 1V.6.
Conditia (*) din teorema IV.2 poate fi inlocuitd cu

conditia:
A sa fie diagonal dominanta pe coloane, adica

n
‘aj/.‘ > Z‘aii J
i=1

i#]j

Observatia I'V.7.

j=Ln.
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In general iteratiile se opresc atunci cand, pentru un &
dat, adica pentru o eroare admisibilda datd, este indeplinita
conditia:

1 1

‘x.(k”) - x.(k)‘ <e (Vi=Ln

Eroarea admisibila data reflecta gradul de precizie dorit.

Observatia IV.8. Algoritmul se poate opri si daca nu s-a

ajuns la gradul de precizie dorit dar s-au efectuat prea multe
iteratii, adicd daca numarul de iteratii atinge o valoare
precizata, denumita numar maxim admis de iteratii. Uneori se
foloseste chiar o combinatie de conditii in care apar atat
eroarea adisibila cat si numarul maxim de iteratii.

In continuare descriem pe larg cele doud metode iterative
amintite.

I. Metoda Jacobi

Metoda Jacobi este cea mai simpld dintre metodele

iterative.
Consideram un sistem cu n ecuatii si n ce satisface
conditia de convergenta a metodei.
apX, + apX, + apxs +-+ay,x, = b,
Ay X, + A Xy +ApXy +--+ ay, X, = b,

a,x, +a,x,+a x;+--+a,x =b

nn-"n n

Rearanjam sistemul scriindu-1 sub o noua forma,

denumita forma iterativa, astfel:

64



b a a a
xl :_1_ ix2+ix3+...+ 1n xn
11 ay ap a
b a a a
x2:_2_ Axl +Ax3++ 2n xn
ay ay ay ay
b a a a
_ n nl n2 n,n—1
X, = — X, + X, + + X,
al‘lVl al‘lVl al‘lVl aVlﬂ

Aceastd forma ne permite ca la o noua iteratie sa evaluam
noi valori ale solutiei, folosind in calcul, In membrii drepti,
valorile determinate la iteratia anterioard. Notind cu x’

componentele vectorului solutie initiald calculam la pasul £,

k >1 valorile solutiilor astfel:

b
k k-1 k-1 k-1
X, = Bl E st > X, + 13 X, At In X,
all all 11 all
b a
k k-1 k-1 k-1
xy =——| xR e
a,, a,, a,, a,,
b a
k-1 k-1 -1 k-1
X" = n nl xl n2 xz n,n xnil
al‘l}’l al‘l}’l nn aVlﬂ

Sirul de valori gasite converge spre solutia sistemului. Se

cosidera de obicei x =0.
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Algoritmul de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare prin
metoda Jacobi
Date de intrare: rangul », matricea coeficientilor A,

vectorul termenilor liberi b, eroarea admisibila ¢, si

numarul maxim de iteratii admise N max ;

Date de iesire: solutia aproximativa
1. Se introduc datele de intrare;

2. Se stabileste aproximatia initiala, se alege ca fiind cea
nula:
x, < 0,i=Ln;
3. Se initializeaza procesului iterativ: k < 1;
4. Se executd calculele:
a. Se caluleaza noua aproximatie in vectorul y:

b, &g —
¥y, (——I—Zixj ,i=Ln
@y =1 Gy

11 /=t
_]¢l
b. Se calculeaza eroarea absolutd maxima in
iteratia curenta:
D= mlax|yl. - xl.|

c. Se consemneaza executia iteratiei k <« k +1

5. Atata vreme cat D >=¢_, si k < N max

6. Daca k < Nmax se afiseaza solutia aproximativa

adm

Y ,i= I,_n si numarul de iteratii efectuate &;

7. Altfel se afiseaza mesajul "S-a depasit numarul maxim
de iteratii" .
8. Stop.
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II.Metoda Gauss-Seidel (G-S)
Fie sistemul liniar de n ecuatii cu n necunoscute scris sub
forma iterativa:

b a a a
1 12 13 In
X = (B +—"Xx,)
a4y an i
b, .a a
) 21 23 2n
< Xy = (X Xy F e +—"Xx,)
ay Ay ) 4n
b a a a
_ n nl n2 2n-1
x, =—"( L+ Xy F e + x,,)
ann ann nn ann

Amintim ca starea iniiala a solutiei este definitd prin
valorile x! ,i=1,n.
Determindm valoarea lui x; la pasul 1 ( notatd cu x, ), ca

la metoda Jacobi:

b a a a
1 _ 1 12 .0 13 .0 In_ .0
X, = (=X, + =X i +—"=Xx,)

all all all all
In evaluarea lui le tinem cont ca pentru x; cunoastem
9 . . o . 1 c e
doui valori: x,° si x! (calculati anterior). Cum x,' reprezinti o
valoare mai recentd o vom prefera pentru accelerarea

convergentei. Deci:

b, a a a
1_ Oy 21 I 23 0 21 0
Xy = (=X =X e, +—"x,), etc.
ay a4y ay ay

Pentru pasul k putem scrie:
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a
_ n nl nn-1 .k
X, =—"-(—=x, "5 + =X )

nn nn nn nn

Observatia IV.9. Algoritmul Gauss-Seidel are deci la

baza algoritmul Jacobi, dar se distinge de acesta prin folosirea
celor mai recente valori ale necunoscutelor. Astfel se obtine pe

ansamblu o accelerare a procesului de iteratie.

Algoritmul de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare prin
metoda Gauss-Seidel
Date de intrare: rangul n, matricea coeficientilor A,

vectorul termenilor liberi b, eroarea admisibila ¢, si

numarul maxim de iteratii admise N max ;

Date de iesire: solutia aproximativa
1. Se introduc datele de intrare;

2. Se alege aproximatia initiald, aceasta se alege a fi
identic nula:

x, «<0,i=Ln

(98]

Se initializeaza procesului iterativ: k < 0;
4. Se initializeazd eroarea absolutd maxima in iteratia

curenta cu o valoare superioard lui ¢, D <&, +1;
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9]

Se trece la 0 noua iteratie: k < k +1;
Se calculeaza noua aproximatie n vectorul y:

b. i-1 a.. nooq.
—_ J Y
v =ty + ) X))
a;  j=1 4 j=i+l Ay
Se calculeaza eroarea absoluta maxima in iteratia
curenta:

D= max|yl. - xl.|
Daca D<¢,, (metoda converge) se trece la pasul 11,

altfel (daca D>¢_, ), se compard k si Nmax; daca

adm
k > Nmax (metoda nu converge), se afiscaza mesajul
"Depasire nr. maxim iteratii" si se trece la pasul 12;
altfel se trece la pasul urmator;

Se actualizeaza vectorul aproximatiilor din ultima

iteratie:

X, <y ,i=Ln

10. Se revine la pasul 5;

11. Se afigeaza solutia aproximativa y, ,i = I,_n si numarul

de iteratii efectuate k;

12. Stop.

unde

Exemplul IV.1. Sa se rezolve urmatorul sistem de ecuatii

prin metoda Jacobi :

-x, +10x, +x, =20
2x,—x, +10x, =22
10x, —x, +2x, =12

Se va accepta o solutie pentru care max‘xi" —xi"‘l‘ <&
i

adm >

£, =0,002. Se va lucra cu patru zecimale.
Solutie:
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Pentru ca sistemul de ecuatii trebuie sa fie astfel ca
elementele diagonale din matricea coeficientilor sa fie
dominante in valoare absolutd, schimbam pozitia ecuatiilor
astfel: ecuatia 3 devine ecuatia 1, ecuatia 1 devine ecuatia 2 iar
ecuatia 2 devine ecuatia 3 :

10x, —x, +2x, =12
-x, +10x, +x, =20
2x,—x, +10x, =22

Rescriem sistemul 1n forma sa iterativa :

x, =1,2+0,Ix, -0,2x,
x, =2+0,1x, - 0,lx,
x,=2,2-0,2x, +0,lx,
o Pasul 1.
Consideram ca solutie initiald : x| = x) = x{ = 0.
x =12401-0-02:0=12 ; |x/-x/[=12
X, =24+01-0-01-0=2 ; |xj-x}|=2
¥ =22-02:0402:0=22 ; |xj-xj|=22
max‘x,.l —x[.o‘ =22>¢,

e Pasul2
Valorile determinate in pasul precedent x;;x};x! se introduc in

membrul drept al sistemului:
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X =12+01-2-02:22=096 ; [x/ —x|=0.24
X =2+0,1-12-01-22=19 : [xJ-x)=0l
¥ =22-02-12+402:2=216 ; [x]-x|=0,16

m_ax|x,.2 —xl.1| =024>¢,,
1

e Pasul3
Valorile determinate la pasul precedent x;x2;x; se introduc in

membrul drept al sistenului si se obtine:
X =0958 ; |x/—x7[=0,002
X =188 5 | -x3]=0,02
X =2198 ; |x]-x3|=0,038

max|x; - x7| = 0,038 > &
1

adm

e Pasul4
Valorile determinate la pasul precedent x;;x3;x; se introduc in

membrul drept al sistemului de ecuatii si se obtine:
x!=09484  |x'—x|=00096

x; =18760 ; |x3 —x;|=0,004
X} =2,1964 ; [xi—x]|=0,0016

m[ax‘xi4 - xf‘ =0,0096 > ¢

adm

e Pasul5
Valorile determinate la pasul precedent x;';x;;x; se introduc in

membrul drept al sistemului de ecuatii si se obtine:
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x) =09483 ; |x—x/|=0,0001
x; =1,8752

x5 —x;| =0,0008
¥ =21979 ; |x]-xi|=0,0015
max|x; - x| = 0,0015<0,002 =5,
Deoarece s-a obtinut precizia de calcul solicitata,
procesul de iteratie se opreste.

Solutia sistemului este :

x, =x; =0,9483
x, =x; =1,8752
x, =x; =2,1979

Un program in C, care furnizeaza solutia aproximativa a
unui sistem liniar, obtinutd dupa un numar dat de iteratii, prin

metoda Jacobi este prezentat in continuare.

/*Program - Metoda JACOBI-nr maxim iteratii*/
#include<stdio.h>

#include<conio.h>

#include<math.h>

float s, A[30][30], x[30],B[30], y[30];

int n,k,j,1,Nmax;

void main()

{

printf ("Intoduceti dimensiunea matricei sistemului ");
scanf("%d",&n);

printf("Dati matricea coeficientilor\n");
for(i=1;i<=n;i++)

for(j=1;j<=n;j++)

{

printf("A[%d][%d]: ",1,));
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scanf("% ", &A[i][j]);
¥
printf("Dati termenii liberi:\n");
for (i=1;i<=n;i++)
{
printf("B[%d]: ",1);
scanf("%f",&BJi]);
¥
printf ("Intoduceti nr. maxim de iteratii Nmax=");
scanf("%d",&Nmax);
for(i=1;i<=n;i++)
x[1]=0;
for(k=1;k<=Nmax;k++)
{
for(i=1;i<=n;i++)
{
s=0;
for(j=1;j<=n;j++)
s=stA[1][] * x[];
s=s- A[i][i] * x[i];
y[i]= (B[i]-s)/A[i][i];

}
for(i=1;i<=n;i++)
>}<[i]=y[i];

printf("Solutia dupa %d iteratii este:\n", Nmax);
for(i=1;i<=n;i++)
printf("x[%d]=%f \n",1,x[1]);
getch();
}

Prin rularea programului precedent, obtinem dupa 5
iteratii, pentru problema anterioara, rezultatele urmatoare
(abstractie facand de erorile de rotunjire, putem spune cd sunt

identice cu cele anterioare).
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en matricel sistemuliur 3

rentilor

maxim de iteratii Nmax= 5

iteratii este

Exemplul IV.2. Sa se determine, folosind metoda Jacobi,
solutia aproximativa, dupa 10 iteratii, pentru sistemul urmator:

Tx, +x,—x,=-4
2x,+10x, —=2x, =1
X, +3x,+5x, =2
Prin rularea programului sursd ce foloseste numarul
maxim de iteratii obtinem, dupd 10 iteratii pentru problema
precedenta rezultatele urmatoare:

B Chlo\binrundias s _—
Intoduceti dimensiun matricei sistemului 3
Dati matricea coeficientilor

ntoducet: nr maxim de i1teratii Nmax= 10
utia duy T8 1teratii este
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Urmatorul cod sursd (in C) rezolva un sistem de ecuatii
prin algoritmul metodei Jacobi dar foloseste pentru oprire atat
un numar maxim de iteratii admis, cat si o eroare admisibila
data.

/*Program Metoda JACOBI-epsilon si Nmax*/
#include<stdio.h>
#include<conio.h>
#include<math.h>
float s, max, eps,A[30][30],x[30],B[30],y[30];
int n,Nmax,j,i,k;
void main()
{
printf ("Intoduceti dimensiunea matricei sistemului ");
scanf("%d",&n);
printf("Dati matricea coeficientilor\n");
for(i=1;i<=n;i++)
for(j=1;j<=n;j++)
{
printf("A[%d][%d]: ",1,));
scanf("%t",&A[1][j]);
}
printf(""Dati termenii liberi:\n");
for (i=1;i<=n;i++)
{
printf("B[%d]: ",1);
scanf("%f",&B[1]);
}
printf ("Intoduceti nr. maxim de iteratii m=");
scanf("%d",&Nmax);
printf ("Intoduceti precizia dorita eps=");
scanf("%f",&eps);
for(i=1;i<=n;i++) x[1]=0;
k=0;
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do
{
for(i=1;i<=n;i++)
{
s=0;
for(j=1;j<=n;j++)
s=stA[1][j] * x[J];
s=s- A[i][i] * x[i];
Y[;]Z (Bli]-s)/A[i][i];
max=fabs(y[1]-x[1]);
for(i=2;i<=n;i++)
if (max<fabs(y[i]-x[i]))
max=fabs((y[i]-x[1]));
for(i=1;i<=n;i++) x[i]=y[i];
k=k+1;
§
while (max>=eps && k<=Nmax);
if (k<=Nmax)
{
printf("Dupa %d iteratii solutia este:\n",k);
for(i=1;i<=n;i++)
printf("x[%d]=%ft \n",1,x[1]);
}
else printf("S-a depasit numarul maxim de iteratii"),
getch();
}

Exemplul IV.3. Sa se rezolve sistemul de ecuatii din exemplul

anterior utilizdnd sursa de mai sus, considerand eroarea

admisibild 107°.

76



B | Ccoyainnrdos e RS w‘ —— -

dimen nea matricel sistemului 3

Se observd cd solutia aproximativd a sistemului s-a
obtinut dupd un numar de 8 iteratii, In limitele preciziei dorite,
iar numarul maxim de iteratii admis nu a fost depasit.

Vom cauta solutia acestui sistem marind precizia, adica
micsorand eroarea admisibila datd de 10 ori (adcand-o la
valoareal0™), dar mentinand acelasi timp de executie, adica
acelasi numar maxim de iteratii admis.

Se observa din rezultatele urmatoare ca nu putem atinge

precizia doritd folosind acelasi numar maxim de iteratii admis.
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Tl b rruncos o S

Intoducety dimensiunes mabricel sistemulul 3
i matricea coeficientilar

1 termenii liberi

Intoducety: nr. mazim de ifteratii m
Inteducely precizia dorita epss 0_000F
3-a depasit numarul mazim de iterabil

Pentru rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare prin
metoda Seidel Gauss sunt concepute in continuare doua
programe simple, in limbajul C. Primul se bazeaza pe afisarea
solutiei numerice ce se obtine dupa un numar maxim de iteratii

admis, Nmax, ce se cere a fi introdus de cétre utilizator.

/*Program - Metoda Seidel-Gauss-nr maxim iteratii*/
#include<stdio.h>

#include<conio.h>

float s, A[30][30],x[30],B[30], y[30];

int n,k,j,i,Nmax;

void main()

{

printf ("Intoduceti dimensiunea matricei sistemului ");
scanf("%d",&n);

printf(""Dati matricea coeficientilor\n");
for(i=1;i<=n;i++)

78



for(j=1;j<=n;j++)
{
printf("A[%d][%d]: ",1,));
scanf("%t",&A[1][j]);
}
printf(""Dati termenii liberi:\n");
for (i=1;i<=n;i++)
{
printf("B[%d]: ",1);
scanf("%f",&B[1]);
}
printf ("Intoduceti nr. maxim de iteratii Nmax=");
scanf("%d",&Nmax);
for(i=1;i<=n;i++)
x[1]=0;
for(k=1;k<=Nmax;k++)
{
for(i=1;i<=n;i++)
{
s=0;
for(j=1;j<=1-1;++)
s=s+A[i][j] * yl;
for(j=i+1;j<=n;j++)
s=s+A[i][j] * x[j];
ylil= (Blil-s)/ALllil;
x[i]=ylil;
}
h

printf("Solutia dupa %d iteratii este:\n", Nmax);
for(i=1;i<=n;i++)
printf("x[%d]=%ft \n",1,x[1]);
getch();
}
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Solutia obtinutd cu varianta algoritmului ce foloseste
doar numarul maxim de iteratii pentru oprire, pentru sistemul

de la exemplul IV.2., in cazul 1n care acest numar maxim este

10 este:

/*Program Metoda Seidel Gauss-epsilon si Nmax*/
#include<stdio.h>

#include<conio.h>

#include<math.h>

float s, max, eps,A[30][30],x[30],B[30],y[30];

int n,Nmax,j,i,k;

void main()

{

printf ("Intoduceti dimensiunea matricei sistemului ");
scanf("%d",&n);

printf("Dati matricea coeficientilor\n");
for(i=1;i<=n;i++)

for(j=1;j<=n;j++)
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{
printf("A[%d][%d]: ",i,));
scanf("% ", &A[i][j]);
}
printf("Dati termenii liberi:\n");
for (i=1;i<=n;i++)
{
printf("B[%d]: ",1);
scanf("%f",&B[i]);
¥
printf ("Intoduceti nr. maxim de iteratii m=");
scanf("%d",&Nmax);
printf ("Intoduceti precizia dorita eps=");
scanf("%f",&eps);
for(i=1;i<=n;i++) x[i]=0;

k=0;
do
{
for(i=1;i<=n;i++)
{
s=0;

for(=1;j<=1-1;j++)
s=s+AI] * yijl;
for(=it+1;j<=n;j++)
s=s+A[il[j] * x[j;

Y[;]Z (Bli]-s)/A[i][il;
max=fabs(y[1]-x[1]);
for(i=2;i<=n;i++)

if (max<fabs(y[i]-x[1]))

max=fabs((y[i]-x[i]);
for(i=1;i<=n;i++) x[1]=y[i];
k=k+1;
h
while (max>=eps && k<=Nmax);
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if (k<=Nmax)
{
printf("Dupa %d iteratii solutia este:\n",k);
for(i=1;i<=n;i++)
printf("x[%d]=%f \n",1,x[1]);
}
else printf("S-a depasit numarul maxim de iteratii"),
getch();

Exemplul IV.4. Sa se rezolve sistemul de ecuatii din

exemplul IV.3. prin metoda Gauss-Seidel, cu aceeasi eroare
admisibila pentru solutia finala.

B ° O binhrunoios exe
- - -

Intoducet: dimensiunea matricel sistemulut 3
1 matricea coeficlientilor

Remarcam faptul ca se ajunge la precizia doritd dupa
doar 5 iteratii prin folosirea metodei Seidel-Gauss. Acelasi
sistem de ecuatii a fost rezolvat cu o aceeasi eroare admisibila
in 8 pasi prin metoda Jacobi. Se deduce de aici accelerarea

convergentei in cazul metodei Gauss-Seidel.
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V.METODE NUMERICE PENTRU REZOLVAREA
ECUATIILOR SI SISTEMELOR DE ECUATII
NELINIARE

V.. METODE NUMERICE PENTRU REZOLVAREA
ECUATIILOR NELINIARE

Pentru o functie: f: [a,b] — R, continud si derivabila (sau
doar cand f € C ([a,b])) dorim sa gasim radacinile ecuatiei:

J(x) =0. *)

Daca 1 este o functie polinomiala de gradul 1, 2, sau 3 exista
formule generale de rezolvare, dar daca gradul lui f este mai mare
decat 4 nu mai dispunem de astfel de formule.

Definitia V.1 Spunem ca o radacind reald « este separata
intr-un interval [a,b] dacd acest interval contine o singura radacina a
ecuatiei, adica doar radacina o .

Definitia V.2 Spunem ca o radacind «, separatd Intr-un
interval [a,b], este localizatd 1n limitele unei precizii &, prinx,,
intr-un interval [ 2D, ], daca este indeplinitd una din conditiile:

|f(x, ) <e, (1)

<eg. (2)

Relatiile (1), respectiv (2), sunt folosite la oprirea

b}'l _an

algoritmilor de determinare a radacinilor ecuatiilor neliniare.

Cele mai cunoscute metode numerice pentru aflarea radacinilor
ecuatiilor neliniare sunt: metoda bisectiei, metoda coardei, metoda
secantei, metoda aproximatiilor successive (sau a contractiei),

metoda lui Newton (sau a tangentei), etc.

83



V.2. METODA BISECTIEI

Aceastd metoda constd in reducerea intervalului de separare,
prin injumatatiri repetate si selectarea subintervalului in care se afla
radacina. Procesul se incheie in momentul satisfacerii uneia dintre
conditiile (1) sau (2).

Considerdm deci ecuatia: f(x)=0, x [a,b] cu f continua,
astfel incat f(a)f(b)<0, iar in [a,b] a fost separatd o solutie a
ecuatiei.

Introducem notatia a, =a, by =>b. Determinam mijlocul

. . s a,+b
intervalului [ao,bo], pe care il notim cu x, = ——.

2

Acesta separd intervalul inital in doua subintervale [ao,xo],

[xo,bo], radacina « gasindu-se intr-unul din ele, si anume in acela
la capetele caruia functia prezintd semne contrare. Vom nota acel
interval cu [a,,b, ]. in mod evident:

b, —a,

2

Urmand acelasi procedeu se obtin intervalele [a;,5,], [a,,b,],

& — x| <

[a5.85]...... [a,.b,] si mijloacele acestora:
_a,+b,

" 2

La fiecare pas selectarea intervalului urmator se face astfel:

Daci f(a,)f(x,)<0 atunci:

X , n=>20 (3)

Ay =4y, bn+1 =Xy
altfel
An+l = Xn > an :bn . (4)
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Se observa ca:

_bn_an_ _bO_aO
bn+l “An+l — > T 2n+l (5)

. bo—ao
51 ‘a - xn| < bn+l “an+1 T

(6)

n+l

Relatia (6) ne aratd ca sirurile {a,,} si {b,,} sunt convergente
catre « .

Algoritmul metodei bisectie
Date de intrare:
a,b= capetele intervalului de separare,

f=functia cdreia i se localizeaza radicina.

& = precizia determinarii.
Date de iesire:
x = valoarea aproximativi a radacinii din intervalul
considerat.
1. Se initializeaza valoarea aproximativa a radacinii

(valoarea corespunzatoare mijlocului intervalului dat)
x < (atb)/2

2. Atata timp cat | f (x] > £ repeta:

o daca f{a).f(x)<0 atunci
o b < x altfel
o a<—x
o x < (at+b)/2.
3. Daci f(x)=0atunci
° se afiseazd x precizandu-se cd este solutia
exacta a ecuatiei neliniare, altfel
o se afiseaza x precizdndu-se ci este valoarea
aproximativa a radacinii

4.  Stop
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Observatia V.1. Oprirea algoritmului de mai sus se bazeaza pe

o conditie de tip (1). Ea poate fi inlocuita de o conditie de tip (2), caz
in care algoritmul devine:

1.  Seinitializeaza valoarea aproximativa a radacinii
(valoarea corespunzatoare mijlocului intervalului dat)
x < (ath)2

2. Atéta timp cat |b - a| > grepetd

o daca f{a).f(x)<0 atunci
o b <«—x altfel
o a<—x

o x < (at+b)/2.

3. Se afiseaza valoarea lui x
4.  Stop
Se observa ca in acest caz nu se mai precizeaza daca este vorba
de solutia exacta sau aproximativa a ecuatiei.

Observatia V.2. Se poate introduce o conditie de oprire si cu

ajutorul numdrului maxim admis de iteratii, respectiv cu ajutorul

unor combinatii intre conditiile amintite.
Exemplul V.1. Sa se gasesasca valoarea aproximativa a lui \/5

folosind metoda bisectiei si executdnd un numar maxim de 5 iteratii.

Solutie:
Atasdm ecuatia corespunzitoare: x° —3=0= f(x)=x"-3
Consideram f: [1,2]—> R =[a,b]=[1,2]. In acest interval este

separatd o singurd radicind a acestei ecuatii. Acest lucru poate fi

justificat simplu deoarece se stie cd radacinile acestei ecuatii sunt

+/3 iar £(1)£(2)<0.
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Calculdm )COZCH—bZEZé
2 2 2
3 3) 3 3
) f]2]=1.[=2 |=2<0=[a,b]=| 22
1@-1(3)1(-3 =3 <0=tai=| 3]
Calculam x1=a‘—+b‘=1=1,75
2 4
3 7 31 37
AL =2 L <o a,b,
f(z] f[4] 416 La;.b,1= [2 4}
3,7
e
Calculdm x, = @70 _2 4 :E
2 2 8
13) (7) (-169 49 13 7
2l L 22 5] [ 2 s b,
:f(sjfu [64 Mm j ~lanbls [8 4}
13 7
a,+b §+Z 27
Calculdm x, = —=— = =—
2 2 16
27\ (7 27 7
AL = 0 b,
(2] 13- 0rt<0=tabn- 2.7]
27,7
Caleulim x, =%t _16 4 55 _ | 71475
2 Y

32 4

f[zj-f(zjz(—)( +)<0=>[a,b;]= E; H %<\/§<%

Astfel x, = aST-HJS =1.734375, este valoarea aproximativa

ceruta.
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Programul urmator, realizat in limbajul de programare C, se

referd la calculul valorii aproximative a lui V3 cu ajutorul metodei
bisectiei. El poate fi folosit si pentru aflarea valorilor aproximative
ale radacinior reale ale altor ecuatii, modificand expresia fuctiei cu

cea corespunzaoare ecuatiei in cauza).

/* Program Bisectial-conditie tip (1) */
#include<conio.h>
#include<stdio.h>
#include<math.h>
float a,b,eps,x,C;
float F(float u)
{return u*u-3;}
void main ()
{
printf("introduceti intervalul in care este separata radacina \n");
printf("introduceti capatul din stanga a:");
scanf("%f",&a);
printf("\nintroduceti capatul din dreapta b:");
scanf("%f",&b);
printf("eroarea:");
scanf("%f",&eps);
x=(a+b)/2;
A=F(x);
while (fabs(A)>=eps)
{
C=F(a)*F(x);
if (C<0)
b=x;
else a=x;
x=(at+b)/2;
printf("\n%f",x); /*afiseaza valorile intermediare*/
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A=F(x);

}
if (A==0)
printf ("\n%f este solutia exacta a ecuatiei", x);
else
printf ("\n%f este solutia aproximativa a ecuatiei", x);
getch();
}

Rezultatele obtinute prin rularea acestui program pentru datele

de intrare de mai jos sunt:

Se observa ca x, =1.734375, adica cea obtinuta anterior.

Modificand intervalul de separatie dar mentinadnd aceeasi
eroare admisibild obtinem solutia doritd dupd un numar mai

mare de iteratii, asa cum se observa din datele urmatoare:
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introduceti capatul din dreapta b:-2
eroarea -8 287

sHEBa0E
{SHEBE
EZ5808

=
2

T
E

T
2

V.3. METODA COARDEI

Fie f continud si derivabild de doud ori pe [a,b], astfel Incat
f (a) f (b) <0sif "(x) pastreazi semn constant pe intervalul
considerat. De asemena presupunem ca in [a,b] a fost separatd o
solutie a ecuatiei: f(x)=0.

Metoda coardei sau a falsei pozitii constd in construirea unui
sir de aproximatii care sd convearga catre solutia ecuatiei separata in
acest interval, in care termenii sirului reprezintd abscisele punctelor

de intersectie ale axei Ox cu diverse drepte determinate de doud

puncte situate pe graficul functiei f, convenabil alese.

Prima aproximatie, notata x,, reprezintd abscisa punctului in

care Ox taie dreapta ce trece prin punctele (a, f (a)) si (b, f (b)):
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b-a f(b)-fla)
Alegand y = 0 obtinem:
 f@-a)
1 - .
/()= fla)
Se construieste apoi o noua dreapta ce trece prin (x1 , f (x1 )) si
un al doile punct in functie de intervalul in care se afla radacina

ecuatiei: (a,xl) sau (x1 ,b), continudndu-se poi in acelasi mod.

Daci f(a)f(x,)<0 atunci al doilea punct al dreptei va fi
(a, f (a)), si obtinem un sir descrescitor si marginit, deci

convergent, dat de relatia de recurenta:

 f)n-a)

T fx) - fla)”

Daci f(x,)f(h)<0 atunci al doilea punct al dreptei va fi

X

(b, (b)), si obtinem un sir crescitor si marginit, deci convergent
dat prin relatia de recurenta:

S, Nb-x,)

T T T )= 1)

Oprirea algoritmului se face in mod analog cazului precedent,
adica prin folosirea conditiilor de localizare de tip (1) sau (2), sau
prin folosirea unui numar maxim de iteratii admis sau a oricarei

combinatii Intre acestea.

Urmatorul program in limbajul C implementeaza algoritmul
acestei metode pentru aflarea radicinilor ecuatiei x* —2 =0, in cazul

in care oprirea algoritmului foloseste o conditie de tip (1).
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/* Program Metoda Coardei 1-conditie de tip(1) */
#include<conio.h>
#include<stdio.h>
#include <math.h>
float a,b,eps,x,A, C;
float F(float u)
{return u*u-2;}
void main ()
{
printf("introduceti intervalul in care este separata radacina\n");
printf("introduceti capatul din stanga a:");
scanf("%f",&a);
printf("\nintroduceti capatul din dreapta b:");
scanf("%f",&b);
printf("eroarea:");
scanf("%f",&eps);
x=a-F(a)*(b-a)/(F(b)-(Fa));
A=F(x);

while (fabs(A)>=eps)

{

C=F(x)*F(a);
if (C<0)
x=x-F(x)*(x-a)/(F(x)-F(a));
else
{
x=x-F(x)*(b-x)/(F(b)-F(x));
a=b;
§

A=F(x);
H
if (A==0)
printf ("%f este solutia exacta a ecuatiei", x);
else
printf ("%f este solutia aproximativa a ecuatiei”, x);
getch();
H

Rezultatele obtinute la rulare sunt:
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(K C:\Icc\bin\rundos.exe“ “

introduceti intervalul in care este separata radacina
introduceti capatul din stanga a:1

introduceti capatul din dreapta b:3
eroarea:0.00001
1.414211 este solutia aproximativa a ecuatiei

Varianta care foloseste o conditie de oprire de tip (2) este:

/* Program Metoda Coardei 2 —conditie de tip (2) */
#include<conio.h>
#include<stdio.h>
#include <math.h>
float a,b,eps,x,y,A,C,ER;
float F(float u)
{return u*u-2;}
void main ()
{
printf("introduceti intervalul in care este separata radacina\n");
printf("introduceti capatul din stanga a:");
scanf("%f",&a);
printf("\nintroduceti capatul din dreapta b:");
scanf("%f",&b);
printf("eroarea:");
scanf("%f",&eps);
x=a-F(a)*(b-a)/(F(b)-F(a));
ER=b-a;
while (fabs(ER)>=eps)

C=F(x)*F(a);

if (C<0)
y=x-F(x)*(x-a)/(F(x)-F(a));
else
{
y=x-F(x)*(b-x)/(F(b)-F(x));
a=b;
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}

ER=y-x;
X=y,
}
A=F(x);
if (A==0)
printf ("%f este solutia exacta a ecuatiei”, x);
else
printf ("%f este solutia aproximativa a ecuatiei", x);
getch();

}

Rezultate obtinute la rulare:

intreguceti intervalul in care este separata radacina

introduceti capatul din stanga a:1

introduceti capatul din dreapta b:3
sroarea; 8, S08a1
1. 414211 eske utia aproximativa a ecuatiei_

s |

introduceti intervalul in care este separata radacinag

introduceti capatul din stanga a:1

inkrod ti capatul din dreapta b Y
proares; 9
1. 413586 eske selutia aproximaktiva a ecuatiei

V.4. METODA SECANTEI

Considerdm din nou ecuatia: f(x)=0, x [a,b] cu fcontinud
si derivabili de doud ori pe [a,b], astfel incat in [a,b] a fost

separatd o solutie a ecuatiei, pe care o notim cu « .
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Presupunand ci f '(x);tO pe [a,b], se poate demonstra ca

sirul de numere reale (xk)

Y = xk—lf(xk)_'xkf(xk—l)
k+1 —
f(xk)_f(xk—l)
convergent catre o .
Metoda secantei consta in constructia acestui sir de

., definit de relatia de recurentd:

, cu xo,xle[a,b] este un sir

aproximatii, ce se poate demonstra ca este un sir convergent lac .

Algoritmul foloseste ca date de intrare valorile initiale ale
sirului aproximatiilor, adica valorile x,,x, si expresia lui /', la care
se adaugd fie numarul maxim admis de iteratii, fie o eroare

admisibila datd, ¢ ,, , fie ambele, in functie de criteriul ales pentru

oprirea acestuia (se poate folosi oricare din criteriile amintite la
celelalte metode). Valorile initiale se pot alege chiar capetele
intervalului de separatie.

Observatie: valorile din sirul recursiv ce se construieste nu
reprezintd nimic altceva decat punctele n care secanta la graficul

functiei f, dusd prin punctele de pe graficul ei, de coordonate

(x,H, f (x,H )) si (xk, f (xk )) intersecteaza axa Ox.

Pentru varianta algoritmului metodei secantei ce foloseste
eroarea admisibild data si o conditie de oprire de tip (1) s-a realizat

urmatorul program in C, care permite calculul valorii aproxiamtive a

lui \/g cu eroarea & introdusa de la tastaturd. El poate fi usor

adm >
modificat pentru a permite rezolvarea oricarei ecuatii neliniare

analog ca 1n cazul celorlalte metode.
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/* Program Metoda Secantei- conditie de tip(1) */
#include<conio.h>

#include<stdio.h>

#include<math.h>

float a,b,eps.x, A;

float F(float u)

{return u*u-5;}

void main ()

{

printf("introduceti intervalul in care este separata radacina\n");
printf("introduceti capatul din stanga a:");
scanf("%lf",&a);

printf("\nintroduceti capatul din dreapta b:");
scanf("%lIf",&b);

printf("eroarea:");

scanf("%If",&eps);

do
{
x=(a*F(b)-b*F(a))/(F(b)-F(a));
a=b;
b=x;
A=F(x);

}
while (fabs(A)>=eps);
if (fabs(A)==0)
printf ("%f este solutia exacta a ecuatiei", x);
else
printf ("%f este solutia aproximativa a ecuatiei", x);
getch();
}

Considrand intervalul [1 ;4] si eroarea admisibila dati 0.001, s-

a obtinut pentru \/g valoarea aproximativa: 2.236066.
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B | C\lec\bin\rundos.exe 1._' __ e 4

introduceti intervalul in care este separata radacina
introduceti capatul din stanga a:1

introduceti capatul din dreapta b:4
eroarea:0.001
2.236066 este solutia aproximativa a ecuatiei

Pentru alte date de intrare se obtin rezultatele urmatoare:

B-| Chlcc\bin\rundos.exe

introduceti intervalul in care este separata radacina
introduceti capatul din stanga a:1

introduceti capatul din dreapta b:3

eroarea:0.000001
2.236068 este solutia aproximativa a ecuatieil

V.S5. METODA APROXIMATIILOR SUCCESIVE
PENTRU REZOLVAREA ECUATIILOR SI SISTEMELOR
NELINIARE

Fie ecuatia: f(x)=0(*), in care f:R — R este o functie
data, careia ne propunem sa-i gasim radacina dintr-un anumit interval

[a,b].

Daca rescriem ecuatia sub forma echivalenta:
x=g(x)
cug:[a,b] —>[a,b] contractie, cu coeficientul de contractiec ¢ < 1,
putem s-o rezolvam cu ajutorul metodei aproximatiilor succesive.
Rédacina din intervalul [a,b] reprezintd unicul punct fix al
aplicatiei ¢ . Acesta se obtine ca limitd a sirului aproximatiilor
succesive, date de:
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X, =¢(x,_,),n>1,unde x, €[a,b] arbitrar.

Relatiile:
X, —x|£ lq" |x1 —X,,n=0
|xn—x|s 9 |xn—xn_1,n21
l1-¢g

ne indica cat de buna este valoarea aproximativa calculata la pasul n.
Cel mai des intalnit caz in care putem aplica metoda
aproximatiilor succesive este:
1. Dacd @ :[a,b] > [a,b] este continua pe [a,b], derivabila pe
(a, b), si |¢'(x)|£q<l oricare ar fi x €(a,b), atunci @ este o

contractie.
Exemplul V.2. Sa se gisesasca valoarea aproximativa a radacinii

din intervalul [2.2;4]ecuatiei x®-2x’=35 folosind metoda

aproximatiilor succesive si executdnd un numar maxim de 5 iteratii.
Solutie:
Evident f(x)=x’—2x—5 are proprietatea ci
f(2.2)f(4)<0,iar f'(x)=3x>—4x = x(3x —4 > 0) pe intervalul

vvvvvv

. . 5
Scriem ecuatia astfel: x = —-+2
x

5 5 5

Observam ci dacix € 2.2 ;4] = _+2S_2+2Sﬂ+2'
X .
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Astfel considerand ¢ :[2.2:4] > [2.2;:4], (p(x)=i+2,
X

aceasta este o contractie, deoarece @'(x)=-——

, 10 10
[o'(x) < 2.2°  10.648

Alegand x, = 2.5 gasim dupa cele cinci iteratii valorile:
x, =(2.5)=2.8

x, = 9(2.8)=2.637755

x, = 9(2.637755) = 2.718623

x, = (2.718623) = 2.676507

x, = ¢(2.676507) = 2.697965 .

Un program in C bazat pe metoda aproximatiilor succesive, ce
foloseste o conditie de oprire de tip (1), pentru problema anterioara

este:

/* Program Contractia 1 */
#include<conio.h>
#include<stdio.h>

#include <math.h>

float x,eps, A;

float F(float u)

{return 5/ (u*u)+2;}

void main ()

{
printf("introduceti aproximatia initiala \n");
printf("x=:");

scanf("%f",&x);

printf("introduceti eroarea admisibila eps:");
scanf("%f",&eps);

A=x-F(x);

while (fabs(A)>=eps)
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x=F(x);

printf("\n%f",x); /*afiseaza valorile intermediare*/
A=x-F(x);
H
if (A==0)

printf ("\n%f este solutia exacta a ecuatiei”, X);
else

printf ("\n%f este solutia aproximativa a ecuatiei”, X);
getch();
H

Linia evidentiatd din cadrul lui permite ca, dupa rularea sa, sa
obtinem si valorile intermediare calculate la fiecare iteratie.

Rezultatele rularii codului sursd de mai sus sunt prezentate in

continuare.

e

£0 LH ch choth e &

B
&
.6
B
B
B
8
B
B
B

[

etuatlel

Un program bazat pe metoda aproximatiilor succesive, ce
foloseste o conditie de oprire de tip (1) combinatd cu cea care
foloseste un numar maxim de iteratii admis introdus de la tastatura ,

notat Nmax, pentru problema anterioara, este prezentat in continuare.
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Variabila intrega Nit inregistreazd numarul iteratiilor efectuate pana
la atingerea preciziei dorite. Dacd nu este atinsd precizia doritd

programul afiseaza acest lucru.

/* Program Contractia 2 */
#include<conio.h>
#include<stdio.h>
#include <math.h>
float x,eps,A;
int Nmax, Nit;
float F(float u)
{return 5/ (u*u)+2;}
void main ()
{
printf("introduceti aproximatia initiala \n");
printf("x=:");
scanf("%f",&x);
printf("introduceti eroarea admisibila eps:");
scanf("%f",&eps);
printf("introducenumarul maxim de iteratii admis Nmax:");
scanf("%d",&Nmax);
A=x-F(x);
Nit=0;
while ((fabs(A)>=eps) && (Nit<=Nmax))

{

x=F(x);

printf("\n%f",x); /*afiseaza valorile intermediare®/
A=x-F(x);
Nit=Nit+1;
§
if (Nit>Nmax)

printf ("\nnu s-a atins precizia dorita in %d iteratii", Nmax);
else

{
if (A==0)

printf ("\n%f este solutia exacta a ecuatiei”, x);
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else
printf ("\n%f este solutia aproximativa a ecuatiei, obtinuta
dupa %d iteratii", x, Nit);
}
getch();
h

Rularea acestui program pentru diverse date de intrare a condus
la rezultatele urmatoare.

B * el runcas eee

tntraducety aproximalbia tnitialas

& atins precizia dorita dupa 10 Lterabuii

8 | Chyosibenfrunoos. e =

troducet: eroar
introducenumarul = eratii ademis Hmax-3Z8
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V.. METODA APROXIMATIILOR SUCCESIVE
PENTRU REZOLVAREA SISTEMELOR DE ECUATI
NELINIARE

Vom considera sistemul de ecuatii neliniare:

F(x,y)=0
{G(x,y) =0
transcris sub forma echivalenta:
{x =f(x,»)
y=2g(x,y)

Fie D = {(x,y)eR2 ta Sbe,cSySd}.Dacé (f(x,y),g(x,y))eD

oricare ar fi (x,y)e D, putem defini aplicatia:

¢:D— D,p(x,y)=(f(x,).8(x.9)x.y€D.
Sistemul dat este echivalent cu ecuatia:
p(x,y) = (x,) (**)
Cele mai importante situatii in care ¢ este o contractie.
1.  Sa presupunem ca existd g < 1 astfel Incét in raport cu

norma ||h|| = maxﬂh(x,y)| (x,p) e D} sd avem:
I L1198 < U1 1%8) <
ox| fox||” oyl lloy|

In aceste conditii ¢ este o contractie, dacd ne raportam la

+ +

metrica definita prin: p[(x,y),(z,t)] = |x — Z| + |y —t

, care face ca

(D, p) sa fie un spatiu metric complet.

2. Daca exista g < 1 astfel incat:
g + g < ; 8_g + 8_g < q
ox| | oy ox| oy

atunci ¢ este o contractie daca ne raportdm la metrica definita prin:
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2

Astfel, 1n oricare din aceste situatii, ecuatia (**) are o singura

p[(x,y), (z,t)] = maxﬂx —z|,ly—t
care face ca (D, p ) sa fie un spatiu metric complet.

solutie in D, solutie care poate fi obtinutd prin metoda aproximatiilor
succesive; aceasta va fi si unica solutie in D a sistemului dat;

Solutia sistemului neliniar poate fi obtinutd prin metoda
aproximatiilor succesive pornind de Ia (xo, yo)eD si luand

('xn’yn) = (D(Xn_l,y,,_l),n > 1 N adici:
{xn = f(xn—l’yn—l)

n=>1
yn :g(xn—lfyn—l)

V.7. METODA NEWTON

Consideram ecuatia: fix)=0, unde f:R — R derivabila, cu
derivata nenuld intr-un interval [a,b] si presupunem cd am separat o
radacind o 1n acest interval.

Fie x, €[a,b] o aproximatie initiala a radacinii & .

Notam cu x,; intersectia tangentei la graficul functiei in x, cu

axa Ox. Ecuatia tangentei este:
_ _ . . f(xo)
y=[xg)=f'lxo x—x0)= x, = x, , :
S (xo)

Notdm cu X, intersectia tangentei la graficul functiei in x; cu

axa Ox si continudm analog obtinand procedeul ce poartd numele de
metoda Newton Raphson sau metoda tangentei.

Metoda Newton consta astfel in a gasi un sir de aproximatii

VVVVV

104



punctul de intersectie dintre axa Ox si tangenta la graficul lui f in
punctul de abscisa x,,.;.

Ecuatia acestei tangente este:
y=fx,) =, ) =x,.)
Intersectia ei cu axa Ox este punctul de abscisa:
_ S (x,0)
" S'(x,)

Prin urmare procesul iterativ al metodei Iui Newton poate fi
descris astfel:

X=X

X
X, =X, —M,n >0
/'(x,)
Observatie: Daca " are semn constant pe [a,b] se poate

alege x,, un punct in care are loc: f(xo )f"(xo ) >0.

Un program 1n C, ce foloseste o conditie de oprire de tip (1),
pentru metoda Newton este prezentat in continuare.

/* Program Newton*/
#include<conio.h>
#include<stdio.h>
#include<math.h>

float x0, x, eps, A;

float f(float u)

{return f(u);}

float Df(float u)

{return fderivat(u);}

void main ()

{

printf("introduceti aproximatia initiala a radacinii cautate

x0:");

scanf("%f",&x0);
printf("introduceti eroarea:");
scanf("%f",&eps);
x=x0-f(x0)/Df(x0);
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A=f(x);
while (fabs(A)>=eps)

{

x0=x;

x=x0-f(x0)/Df(x0);

A=f(x);
H

if (A==0)

printf ("%f este solutia exacta a ecuatiei", x);

else

printf ("%f este solutia aproximativa a ecuatiei”, x);
getch();
H

Pentru rezolvarea unei probleme concrete trebuie inlocuite

expresiile functiilor f , respectiv Df, Df (x)z f '(x), in punctele

corespunzatoare. Astfel pentru a gasi valoarea lui V2 putem rula

programul urmator:

/* Program Newton*/

#include<conio.h>

#include<stdio.h>

#include<math.h>

float x0,x,eps,A;

float f(float u)

{return u*u-2;}

float Df(float u)

{return 2*u;}

void main ()

{

printf("introduceti aproximatia initiala a radacinii cautate
x0:");

scanf("%f",&x0);

printf("introduceti eroarea:");

scanf("%f",&eps);
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x=x0-f(x0)/Df(x0);

A={(x);
while (fabs(A)>=eps)
{
x0=x;
x=x0-f(x0)/Df(x0);
A=f(x);
H
if (A==0)
printf ("%f este solutia exacta a ecuatiei”, x);
else
printf ("%f este solutia aproximativa a ecuatiei", x);
getch();
h

® | Chlcd\binyrundos.exe

introduceti eroarea:0.000001

1.414214 este solutia aproximativa a ecuatiei

Observatia V.7. Metoda poate fi aplicatd si la rezolvarea
sistemelor neliniare de forma:

filxys..0x,)=0
fr(xps.0x,,)=0

fm(’xl""’xm):O

In acest caz locul functiei reale f este luat de functia vectoriala

de variabila vectoriala:

Si
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Daci f;:R™ — R au derivate partiale de ordinul intdi
continue atunci existd F '()_c ) si acesta este operator liniar de la R"

in R™, dat de matricea (jacobianul):

_ of,
F’(x):(gf’) )

J
- -1
Daci  @)[FE]" = 7 =30 [ ()] FEO),
aceasta fiind formula recursiva pentru calculul elementelor din sirul
aroximatiilor. Indicele (1) asezat sus desemneazi elementul calculat

la pasul ».
Observatia V.8.
e (=0 !
Metoda Newton modificatd inlocuieste pe [F (x cu

-1
[F '(J_C(O))] , ceea ce implicd un volum de calcule mult mai mic

deoarece la fiecare pas se foloseste aceeasi inversd —cea de la primul
pas. Procesul iterativ astfel rezultat este convergent, dar converge

mai lent decét cel din cazul metodei Newton.

Exemplul V.5. Sa consideram ecuatia:
¥ +x+1=0.
Sa se aplice metoda lui Newton pentru aflarea aproximativa a

C e g 1 .
unei radacini din intervalul {— 1,—5] Se foloseste o conditie de

oprire de tip (1), cu £=10""
Solutie:
Notind f(x)=x’+x+1 avem:
. -1 1 1 3
=i f] o=t r1=2,
/1) sf[zj R R
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De asemenea avem:
f'(x)=3x+1>05si f"(x)=6x.

1 .
Deoarece f'(x)>0(V)x e [— 1,—5} , f este strict crescatoare

. 1 . .
pe intervalul considerat. Cum f' (—1) 1 (— Ej < 0 atunci ecuatia data

VVVVVVV

Deoarece (V)x e [— 1,—%} avem: f"(x)< 0, putem aplica

metoda Newton alegdnd o aproximatie inifiala x, care satisface
o . " .
conditia: f(x, )f"(xx,)> 0, deci alegem x, =—1.

Obtinem succesiv:

f,(x") — 1+ o075,

S (xo) 4

Evaluam f(x,)=-0.171875.

Cum |f(x11 =0.171875 > ¢, trecem la pasul urmator

X, =X, ) 075+ 0171875 _ ) 686047

£'(x,) 2.6875
Evaluim f(x,)=—0.008949 .
Cum | f (le =0.008949 > ¢, trecem la pasul urmator
Sloe,) —0.686047 + 2008949 _ 62340,
f'(x,) 2.411994

Avem f(x,)= £(0.682340)=—0.000029 si

X, =X, —

Xy =X, —

| £(x,) = 0.000029 < & = 0.0001 .
Cnditia (1) fiind indeplinitd algoritmul se opreste. Astfel

valoarea aproximativa a radacinii este: o = —0.682340
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V.8. Metoda sirului Sturm pentru separarea ridacinilor
reale ale unei ecuatii algebrice

Aceastd metodd se aplici pentru determinarea numarului
radacinilor reale ale unei ecuatii algebrice, a semnelor acestora si
chiar pentru separarea lor.

Fie PeR[X], P(X)=aX"+aX""'+..+a, X+a,.
Consideram mai intai cazul in care polinomul P nu are radacini reale
multiple, adica are radacini reale distincte, (fiecare cu ordinul de
multiplicitate unu). Pentru orice astfel de polinom P e R[X ]
construim un gir de polinoame atasate astfel:

P(x)=P(X), R(X)=P(x), P(X)=-R(X), 2<k<s,

unde F_, (X): Pk—l(X).Qk—l (X)+ Rk(X) :
Observatia V.9. Acest sir de polinoame este cel pe care-1

obtinem 1n algoritmul lui Euclid pentru aflarea unui cel mai mare
divizor comun al polinoamelor P, P’ notat (P, P'), cu observatia ca
resturile se Tnmultesc cu (-1).Cum P nu are radacini multiple rezulta
cd P si P’ sunt prime intre ele, deci rezultici (P, P'): const #0 .

Aceasta constanta este chiar P,.

Observatia V.10. Acest sir se numeste sir Sturm asociat

polinomului P. El nu este unicul sir Sturm asociat polinomului P.

Observatia V.11. Polioamele din sirul Sturm construit pe baza

algoritmului lui Euclid pot fi inlocuite de polinoame cu coeficientii
mai simpli, asociate in divizibilitate cu primele dar care sa pastreze

semnele coeficientilor.
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Definitia V.4. Pentru polinomul P si girul Sturm asociat lui P
definim functia S:R — N, care asociazd oricarui numar real x

numarul de variatii de semn din sirul de numere

By(x) B(x)... P.(x).
Teorema V.2. Fie a,be R, a<b, astfel incat P(a) #0 si
P(b) #0. Avem:
1) S(a)>S(b);
2) Numarul radacinilor reale ale ecuatiei P(x) =0, situate in
(a,b) este egal cu S(a)-S(b).

Observatia V.12. Daca P are radacini multiple atunci P si P’

au radacini commune  §i astfel rezultd ci (P, P') =P, cu
grad P >1. In acest caz sirul Sturm asociat lui P se poate alege ca

fiind format din:

P P P
Fo=h =y F==l

Consecinta V.1. Dacid P(0) #0 se poate determina numarul
radacinilor pozitive si negative, N, , respectiv N. astfel:

N,=5(0)-5(0), reprezintda numarul radacinilor pozitive
N=8(-0)-5(0), reprezintd numarul radacinilor negative.
Consecinta V.2. Fie a,f € R, a < f3, astfel incat P(ar)# 0,
P(ﬂ ) #0 si, S (a)— S (ﬂ ) =1, atunci in intervalul (o, ) polinomul

vvvvv

Exemplul V.7. Fie ecuatia x’ —6x+1=0. Si se determine
cate radacini pozitive si cite negative are aceastd ecuatie si sd se

determine intervale de separatie pentru acestea.
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Solutie:

Construim un sir Sturm asociat.

P(X)=X'-6X+1, P(X)=3X"-6.

Observam ca putem inlocui polinomul 7(X) cu un altul,
mai simplu, asociat in divizibilitate cu el: X* -2

Obtinem: P,(X)=4X -1, P(X)=31/16.

Calculim S(—o).

Sirul de semne este: —, +, —, + .

Observam ca apar trei variatii de semn, si deci:

S(~o0)=3.

Sirul de semne corespunzator lui + oo este: +, +, +, +.

Astfel S(0)=0.

Analog obtinem: S(O) =2.

Deducem de aici ca: N=1, N,=2

Calculénd alte valori ale functiei S gasim:

S(-2)=2,8(1)=1,5(3)=0

Astfel S (— 2)— S (O) =3-2=1, deci existd o unica radicina
in intervalul (— 2,0).
intervalul (0,1).

Analog S(1)-S8(3)=1-0=1, deci existi o unici radicini in
intervalul (1,2).

Pentru a putea separa radacinile unei ecuatii in care apare o
functie derivabila se poate utiliza si metoda sirului Rolle pe care o

vom aminti in continuare.
Fie f : I = R, o functie derivabild pe /. Metoda sirului Rolle

se bazeaza pe o proprietate importanta a functiilor derivabile pe care
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o amintim in continuare: Intre doua zerouri consecutive ale derivatei,
exista cel mult un zerou al functiei.

Observatia V.13. Cu ajutorul sirului lui Rolle, determinam

numarul radacinilor reale ale ale ecuatiei f (x)zO, indicand si

intervalele In care se afla aceste radacini.

Etapele formarii sirului lui Rolle.
° Se stabileste intervalul / de studiu, al ecuatiei

f (x) =0, functia f:I — R, fiind presupusi derivabila pe 1.

° Se rezolva ecuatia: f '(x): 0 si se ordoneaza
(crescdtor), radacinile reale, din I, ale ecuatiei:
X, <..<X <Xy, <..<X,.

. Se calculeaza, valorile functiei In aceste puncte, la
care se adaugd limitele functiei, notate /,/, la capetele
intrvalului /; obtinem sirul de valori:

ll’f(xm)""’f(xl)’f(XZ)""7f(xM)312‘

o Datele obtinute se trec intr-un tabel/tablou, pentru x,
f (x); sirul lui Rolle este sirul semnelor acestor valori (poate
aparea §i zero) :

. Comentarii:

= Daci f(x,)f(x,)<0 =ecuaia: f(x)=0, are in

* Dacd f(xl )f(xz) > (0 = ecuatia: f(x) =0, nu are in
intervalul (xl , xz), nici o solutie reald.

* Dacd f (xl.): 0, atunci xeste radacina multipla, a
ecuatiei f (x): 0, si in intervalul (xH,xl.), (xl.,xl. H), ecuatia

£(x)=0, nu mai are solutii reale.
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Observatia V.14. Metoda sirului lui Rolle, este eficientd in

cazul in care, existd posibilitatea, rezolvarii efective a ecuatiei

f'(x)=0.

Observatia V.15. Numarand schimbadrile de semn si zerourile,

se determina, numarul de solutii reale ale ecuatiei date, si intervalele
in care se aflad acestea.

Exemplul V.9. Si se determine folosind sirul Rolle numarul
de ridicini reale ale ecuatiei x” +2x—1=0, si si se separe acestea.
Sa se determine, folosind metoda bisectiei, o valoare aproximativa

pentru cea mai mare radacina a sa, efectuand 4 iteratii.

Solutie:

Se considerd f:R — R, f(x)=x"+2x-1

Calculam limitele functiei la & oo si obtinem:

lim f(x)=o0, lim f(x)=—o0.

X—>0 X—>—0

Derivata acestei functii este: f':R — R, f'(x)=5x*+2>0.
Deducem ca functia este strict crescatoare pe R.

Calculam valorile functiei in doua puncte:

S0)=-1, f(1)=2

Realizam urmatorul tablou:

X — 0 0 1 +
f(x) — o0 /\ -1 /\ 2 + 00
f’(x) + + + + + + +

Se observa astfel cd ecuatia admite o singurd radacind reala

situatd in intervalul (0,1).
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Aplicand metoda bisectiei gasim :
1 . L .
a=0b=1=x= 3 =0.5, valoarea gasita la prima iteratie

£(0.5)=0.031250
£(0.5)-7(0)<0=5=05
0.5

a=0,b=05=>x= EN =0.25, valoarea gasita la a doua iteratie

£(0.25)=—-0.499023
£(0.75)- £(0)>0=0a=0.25

025405

a=025b=05=>x =0.375, valoarea gasita la a treia

iteratie.
£(0.375) = —0.242584
£(0.375)- £(0.25)>0 = a = 0.375

a=0375,b=05=>x= % =0.4375

Astfel solutia aproximativa ceruta este 0.4375.
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VI. METODE NUMERICE PENTRU
DETERMINAREA POLINOMULUI CARACTERISTIC,
A VECTORILOR SI VALORILOR PROPRII

VI.1. POLINOM CARACTERISTIC, VECTORI SI VALORI
PROPRII

Definitia VI.1. Fie 4e M (R). Polinomul definit prin:

P,(1)= det(AI — A)se numeste polinomul caracteristic al lui 4.

Observatia VI.1. Polinomul caracterisitic este un polinom de

grad n, cu coeficienti reali, si cu coeficientul dominant egal cu unu.

Definitia VI.2. Ecuatia: P, (/1)= 0 se numeste ecuatia
caracteristica a lui 4.

A+e Al +o+e, A+, =0 (¥

Polinomul caracteristic are cel mult ,,n” radacini distincte
(reale sau complexe).

(**) (4 - AD)-{x} = 0 (vectorul nul din R"); are si solutii

nebanale.

Definitia VI.3. Radacinile lui P, se numesc valori proprii

n-1

(sau valori caracteristice) ale matricei 4.

Definitia VI.4. Un vector nenul, {x};t 0, se numeste vector

porpriu asociat valorii proprii A daca satisface relatia:
(Al - A)x}=0.
TeoremaVl.1. (Gerschgorin- localizarea valorilor proprii)

Fie A o matrice patraticd de ordinul n. Daca A este o valoare

proprie, arbitrard, a lui A atunci:

n
A—a|<r ., :Z‘ay’

J=1

=l

,1<i<n.
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VI.2. METODE NUMERICE PENTRU CALCULUL
VALORILOR SI VECTORILOR PROPRII

1. Metoda minorilor diagonali
Daci AeM,(R) este de forma Az(a..lISi,an , atunci

)

P, (ﬂ,)se poate scrie astfel:
P(A)=A = " + 0, w4 (=1)'r

n?°

n
unde: 7, = Z a; (7,=suma minorilor diagonali de ordin 1)
i=1

a.. a..
12 1 . . . . .
T, = Z " (r,=suma minorilor diagonali de ordin 2)
1<i<j<n aji Vi
7,=det A

Exemplul VI.1. Si se calculeze, cu ajutorul minorilor

diagonali, polinomul caracteristic al matricei:

1 0 -12

{1t -1 0 of

13 -1 2 1)
2 -1 1 2

Solutie: Calculam minorii diagonali si obtinem:

r=1-1+2+2=4

1 0 1 -1 1 20 |-1 0 |-1 0 [2 1
= i+ i+ + + +
2 20 |-1 2 -1 2 |1 2
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1 0 -1 1 0 2 1 -1 2 -1 0 0
;=1 -1 O|+|l -1 O+{3 2 1 +|-1 2 1 =-2
3 -1 2 2 -1 2 2 1 2 -1 1 2

7,=detA=-6
P(A)=2' 42 + 22 +24-6

Exemplul VI.2. Si se calculeze, cu ajutorul minorilor

diagonali, polinomul caracteristic al matricei:

0 -1 10
31 .00
A= ;
1 -1 3 4
3 -11 2

Solutie: Calculam minorii diagonali si obtinem:
7,=0+1+3+2=6

0 -1 01 00 I 0
= + + +
1 3 3 2 |-1 3

0o -1 1 0 =1t 0o 0o 10 (1 00
Ty= 1 Oo+3 1 O+l 3 4+-1 3 4
1 =13 3 =12 312 |-11 2

23

r,=det A=22

= P,(A)=2" -6 +92 234 +22
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2. Metoda Leverrier

Fie P,(A)=A" =t A" + 0,2 + .. +(=1)'z,.
in cadrul acestei metode, pentru a determina coeficientii

polinomului caracteristic parcurgem doud etape:

1) Determindm s, = Tr(Ak), 1<k<n
2) Coeficientii 7,,1<k<n, se calculeaza recursiv cu
relatiile:
§.T,—8
T,=5; 7, =—""1—% ‘2 L,
- S, T, =S, -T“]:....Jr(—l)k+1 -8, 2<k<n,

Exemplul VI.3. Sa se determine polinomul caracteristic al

matricei urmatoare, folosind metoda Leverrier.

1 1 1
A=10 -1 2|;
1 0 O

1)  Determindm mai intai elementele s, = T r(Ak )
5, =Tr(4)=1-1+0=0
Calculam puterile matricei 4 si apoi urmele acestora. Avem:

2 0 3
A =2 1 -2 =s5=Tr(A)=2+1+1=4
11 1
522
A’ = 1 4| =s;=Tr(A)=5+1+3=9
0 3
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2) Determindm coeficientii 7, .
(Sl J! _Sz): (0-0-4) —
2 2
o (57— 5,7, +5,) _(0-(-2)-4:0+9) 3
3 3 3
= P,(1)=2-21-3.

7,=5=0;7,=

Exemplul VI.4. Sa se determine polinomul caracteristic al

matricei urmatoare folosind metoda Leverrier.

1) Determindm mai intai elementele s, = 7} r(Ak )
s,=Tr(4)=2+1+1=4
Calculam puterile matricei 4 si apoi urmele acestora. Avem:

1 3 3

A*=|-2 3 2 =s5,=Tr(A)=3+2+1=6
2 1
1 7

A =|-3 4 =53 =Tr (A%) = 14+4+5=10
3 5

2) Determindm coeficientii 7, .

(Sl'Tl_Sz): (4'4_6)
2 2

=5

T, =5 =4;7,=
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(slr2 - 8,7, +s3) _ (4-5—6-4+10)
3 - 3
= P,(1)=2 -4 +51-2. P,(4)=(1-1)*(1-2)
Radacinile sale sunt: 4, =4, =1, 4, =2.
Astfel au fost gasite doua valori proprii distincte ale matricei

T, = =2

considerate, una avand ordinul de multiplicitate doi iar cealaltd unu.

3. Metoda Krylov
Fie AeM (R) si P(A)=A+c A" +..+c, _A+c,

olinomul ei caracteristic. Folosind teorema Cayley-Hamilton care
afirma ca: matricea A4 verificd ecuatia caracteristicd (forma

matriceald), putem scrie: P,(4)=0, .

Deci: 4" +c¢,- A" +...+c,_ - A+c, -1,=0,.

Fie y(o) € R", oarecare, nenul. Prin nmultirea relatiei

(0

precedente la dreapta cu y ) obtinem relatia:

(0) -1 (0) (0) ) _
A"y +c A"y ++ce Ay 4, ¥y =0.
Relatia de mai sus reprezinta un sistem de » ecuatii liniare cu
n necunoscute ¢;,cC,,...,C, .

Dacd alegerea lui y"” € R" conduce la obtinerea unui

determinant nenul solutia unica a acestuia reprezintd coeficientii
polinomului caracteristic. Dacd determinantul este nul, se reiau
calculele cu un alt vector initial y©.

Pentru simplitate se noteaza:
Ab .y = @ = A(Ak"y(o)): A4k —1Ln =
sistemul se poate scrie astfel:

() (n)

(n-1) (n-2) 0) _
¢y +C,y t..+C,,"y tc, Yy ==Yy
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Determinantul siu este |y"™" y“2 ...y si trebuie si fie

nenul pentru a continua calculele.

Exemplul VL3. Folosind metoda Krylov si se determine

P, (/1), unde:

Sistemul pe care il obtinem in acest caz are determinantul

nul, deci alegem alt vector initial y(o).

0
Fie y(o) =| 1 |. Gasim in acest caz:
0
1 3 7
y(l): 21, y(2): 3, y(3): 4
0 1 4
3-¢,+c,=-T7
=3¢, +2¢,+c, =4 =

c, =—4
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Solutia unica a acestui sistem este:
¢, =-4,¢c,=5¢,=-2
Astfel polinomul caracteristic ce se obtine este:

P(A) =2 =422 +5-1-2.
P,(4)=(2-1)(4-2)
Radacinile sale sunt: 4, =4, =1, 4, =2.

Observatia VL.7. Daca polinomul caracteristic are radacini

dinstincte atunci, cu ajutorul metodei Krylov se pot determinarea
vectorii proprii.

Notand

P A (ﬂ“) n-1 n-2 .1
q,—(ﬂ):m=ﬂ +C]1jﬂ +...+qn71]_,]=l,n,
J

atunci un vector propriu corespunzator valorii caracteristice /Ij este
dat de relatia:

(0)

("_2)+...+qn_ljy )

gy

Exemplu VL7. Si se calculeze, folosind metoda Krylov,

polinomul caracteristic si vectorii proprii ai matricei 4, unde:

2 1 1
A=|-1 2 -1
1 -1 2
Solutie:
0 1 3 7
Fie y9=|0|= yW=|-1| y®=|-5], y¥=-19].
2 6 20
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31 0
Cum [-5 -1 0/=-3+5=2#0,sistemul ce trebuie rezolvat

6 2 1
este:
3 1 0 7
| =5|+c,| -1|+¢|0|=—19
6 2 1 20

Solutia acestuia este: ¢, =—6,¢c, =11,¢c, =—6
Ecuatia caracteristica a matricei 4 este:
-6 +11-2-6=0
Radacinile ei, adica valorile proprii, sunt: 4, =1, A, =2, A, =3.
Fiind distincte doua cate doud vom determina vectorii proprii.

Pentru 4, =1 avem:

%uynﬂgng—5%+6

CA-4
3 1 0) (-2 -1
y 5.0 43,50 - 515/ —1|+6-|0]|=| 0 |=2-] 0
6 2 1 2 1

este un vector propriu corespunzitor valorii proprii 4, =1.
P2
Pentru 4, =2 = qz(/”t)zﬁz A —4-2+3.
A=A,
Astfel un vector propriu corespunzator ei este:

3 1 0) (-1
y 4.0 4350 1 5|40 1 |+3.|0|=| -1
6 2 1 1

Pentru A, =3 = ¢,(1)= jf‘_(//? =A"-3-1+2, deciun

3
vector propriu corespunzator ei este:
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0 0
PP 3.0 40,0 2| _o |0 1],
2 1

4. Metoda Fadeev

Consideram P,(A)= A" + ¢, ' +...4+¢, A +c,
Coeficientii polinomului caracteristic, cét si inversa 4 se pot
obtine din relatiile ce caracterizeaza algoritmul acestei metode:
A =4, ¢ =-Tr(4), B =4+cl,
1
A4,=4B,, ¢, = —ETr(Az ), By=4,+cl,

= *1=_i.B
c

n

daca c, #0

n-1’

Exemplul VI.5. Folosind metoda Fadeev sa se determine

polinomul caracteristic, P, (/1) , pentru matricea:

-1 2 0
A= 1 -1 2|,
31 -3

. - . e . .. |
si dacd este inversibila si inversa ei 4™,

Solutie:
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Urmam pasii din algoritm si avem:

-1 2 0 420
A=A=|1 -1 2 |=¢=5 B=|1 42
31 -3 31 2
-2 6 4 1 6 4
A, =A-B,=| 9 0 2 |=¢,=3 B=[9 3 2
4 13 -4 47 -1
17 0 0
A,=A-B,=| 0 17 0 |=c¢,=-17, B,=0,
0 0 17

Astfel obtinem urmitoarea expresie pentru polinomul
caracteristic

P(A)=A +52 +31-17.

Deoarece ¢, =17 # 0, se poate deduce si inversa lui 4.

Obtinem:
. . 1 6 4
A'=—B,=—]9 3 2
17 17
4 7 -1
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VII APROXIMAREA FUNCTIILOR
VIIL.1. APROXIMAREA PRIN INTERPOLARE

Fie o functie f:[a,h]— R, cunoscuti numai intr-un
numdr limitat de puncte (sau noduri): x,,x,,...,X,, ce poarta

numele de  suportul  interpolarii,  prin  valorile:

£(x) £ (x, hovnr £ (x, ), notate in general: f;, £;,..., £, .

De obicei aceste date sunt prezentate intr-un tabel de

interpolare:
X X, X . ;
f(x) f(x0) f(xl) . f(xn)
Daca punctele x,,x,,...,x, sunt echidistante, se spune ca

dispunem de o discretizare uniforma, iar daca nu sunt
echidistante discretizarea este neuniforma.

Daca presupunem ca cele n+1 noduri reprezinta abscisele
unor puncte din plan, iar f, f,,..., f, reprezintd ordonatele lor
se pune problema determindrii unei curbe, imaginea

geometrica a unei functii reale, care trece prin acestea.
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Vom aproxima comportarea functiei printr-un polinom
generalizat de interpolare, de forma:

P, (x)=a, u,(x)ta, u,(x)*...+ta,u, (x)
in care functiile liniar indepente: u(x),u,(X),...,u,(x) sunt

cunoscute si constituie baza interpolarii. Aceasta poate fi
formata din functii simple: polinoame, functii trigonometrice,
exponentiale, etc.

Determinarea polinomului generalizat de interpolare

presupune practic determinarea coeficientilor a,,q,,...,a,. Se

impune practic ca, pe suportul interpolarii, polinomul de

interpolare sd coincida cu functia f . Astfel se obtin relatiile:

P,(x,)=f(x).i=0.n (*)
Relatiile (*) sunt cunoscute sub numele de conditii de
interpolare.
Se poate considera o abordare mai generala a aproximarii
unei functii, impunand conditii de interpolare de forma:
P (x)=f(x) Blx)=r"(5)s s BY(x)=P (x).
Conditiile de interpolare (*) conduc la sistemul de ecuatii

liniare:

Zn:akuk(xi):f(xi),i=@
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1.1. INTERPOLARE POLINOMIALA. POLINOMUL DE
INTERPOLARE LAGRANGE

Daca se alege baza polinomiala:
u,(x)=l u,(x)=x ... u,(x)=x"

sistemul determinat de conditiile de interpolare devine:
- k
zak "X :f(xi) .
k=0

El reprezinta un sistem linar de n+1 ecuatii cu n+1 necunoscute
caracterizat de un detrminant Vandermonde nenul, daca
punctele x; sunt distincte, caz in care sistemul este compatibil
determinat, avand solutie unicd, ceea ce implicd un polinom de
interpolare unic.

Teorema 1. Date fiind n+1 puncte distincte x,,x,,...,x, sin+l
valori reale arbitrare f, f,,..., f, , €xista si este unic un

polinom de interpolare corespunzator tabelului de interpolare
construit pe baza lor.
Polinomul general de interpolare, de grad cel mult n, se poate

obtine sub forma:
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P(x)= 2 £ T2 = 3 £ x)

(**)
si poartd numele de polinom de interpolare Lagrange asociat
tabelului de interpoale dat, notatZ (x), iar polinoamele

X=X, A = :
I (x)= L ce apar In formuld se numesc polinoame

=02k Xy — X;

fundamentale de interpolare Lagrange.

Ele au proprietatea:

Exemplul 1. Sa se determine polinomul de interpolare
Lagrange pentru o functie f stiind ca suportul interpolarii
este: x, =—1,x, =0,x, =1,x; =3, 1ar valorile functiei in aceste
puncte sunt: 7, 1, 2, 1. S& se determine apoi valoarea acestuia
in punctul 2.

Solutie:

Polinomul de interpolare Lagrange este dat de:
3
P(x)= 3 () 1 (x).
k=0

Notam a)(x) = (x - X, )(x - X )(x - X, )(x - X )
Avem: a)(x) = (x + l)x(x - 1)(x - 3) .
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Notam: ,(x)= olx) , k=0,3. Obtinem urmdtoarele
X=X,

relatii:
a)o(x) = x(x — 1)(x — 3), a)l(x) = (x + 1)(x — 1)(x — 3),
, (x) = (x + l)x(x - 3), w, (x) = (x + l)x(x - 1) .

Cu ajutorul lor construim polinoamele fundamentale

Lagrange date de relatia: /,(x)= @ (x) ,k=03.
(%)
Obtinem deci:
1 ()= x(x - 1)(x - 3)
()= e3),
i (x): ()C + l)(x —l)(x - 3)
1 3 s
+1)x(x -3
h()=txtie=d)

13(x) _ (x + l)x(x - 1) .

24
Deducem deci urmatoarea forma pentru polinomul de

interpolare Lagrange:

I (x):7x(x—l)(x—3)+(x+1)(x—1)(x—3)+2(x+1)x(x—3)+(x+1)x(x—l)
} -8 3 —4 24

Se obtine apoi valoarea polinomului in punctul 2: L, (2) =4.
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Exemplul 2.Considerand variatia densitatii unui material
in intervalul de temperatura ¢=60°C...120°C din tabelul
urmator sa se determine densitatea acestuia la 70° C, folosindu-

se un polinom Lagrange de gradul 2.

,[ac] 60 80 100 120

plkg/m’] | 43560 | 41340 | 402,65 | 398.50

Solutie:

Folosind toate datele din tebelul de interpolare dat s-ar
obtine un polinom Lagrange de grad 3. Polinomul cerut trebuie
sa aiba gradul doi, deci selectam un suport de interpolare mai

restrans: ca suport de interpolare puncteles, =60, ¢, =80,
t, =100 si valorile corespuzatoare ale functiei densitate.

Se obtin polinoamele fundamentale Lagrange:

()= (t-t,)(t—-t,)  (t—80)(r—100) > —180¢+8000
S -t —1,)  (60—80)(60—100) 800

L(t)= (t=t)t—=t;))  (1=60)(t—100) ¢ —160z+6000
P —1)(t —1,)  (80—60)(80—100) — 400

L()= (t—t)t-1,) _ (1-60)t—80) & —140¢+4800
St —t)(t,—1,)  (100—60)(100—80) 800

Astfel polinomul de interpolare Lagrange este :
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L(t)=435,60-1,(¢)+413.40-1,(¢)+402,65-1,(¢) .
Pentru 7 =70°C se obtine urmatoarea

valoare : L(70) = 423,06875 .

1.2. DIFERENTE DIVIZATE

O altd metodda de a obtine polinomul de interpolare
corespunzator unui tabel de intepolare dat este cea bazata pe
asa-numitele diferente divizate, care reprezintd in fapt niste
notatii asociate unor rapoarte construite dupa anumite regului
cu datele din tabelul de interpolare.

Diferentele divizate pot fi introduse prin recurenta, cu
ajutorul definitiilor urmatoare:

o Diferentele divizate de ordin zero, notate F,| | coincid
cu valorile functiei in nodurile date. Exista astfel n+1 diferente
divizate de ordinul zero pentru datele din tabloul de interpolare

considerat;
Fo[xi] =/ (xi)
o Diferentele divizate de ordinul unu, notate cu F[ |, se

definesc prin egalitatea:

]= Fo[xi]_Fo[xi+1]
X =X

Flx,x

i+1
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si sunt in numar de n: F[x,, x|, F[x.x,]..... F[x,.x,];

e Diferentele divizate de ordinal p se definesc cu ajutorul
diferentelor divizate de ordin p-1 prin relatia:

F [XgsesX, = F, [X5.05%, ]
Fp[xoﬁxl""’xp]: P seees Ay )4 serer g :

Xo —xp

e Exista o singura diferenta divizata de ordinul » data de:

F [x,,..x —-F [x,..,x
Fn[xoaxlw-axn]: n—l[ 027> n—l] n—l[ 19025 n]

xO _'xn

Pentru a simplifica evaluarea diferentelor divizate se

poate utiliza asezarea acestora intr-un tabel de forma

urmatoare:

K fo f F, | F
F 2**> " n

% | Bll=f | Blex] | Elxx.x] o x, ]

X Fo[xl]:fl Fl[xwxz] Fz[xlaxzaxs] -

X, Fo[xz]zfz Fl[xzaxs] Fz[xz,x3,x4] -

X2 Fo[xn—z] ol Fl[xn—zaxn—l] F, [xn—Z’xn—l’xn] B
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X, 1 F}) [x’171 ] = f;l’l E [x 15X ]

Notand cu dij elementele acestui tablou observam ca sunt

valabile relatiile:

dy,=f,i=0,n,
d. = di+1,j71 _di,jfl
Y X=X

,j=Ln;i=0n—j.

J+i-1
O alta forma a polinomului de interpolare de gred cel mul
n, se poate obtine cu ajutorul ediferentelor divizate si poartad

numele de polinom Newton de interpolare, notat cu N, (x):

Nn(x)=f(x0)+(x—x0)F1'[xo,x1]+(x—x0)(x—x1)F;[xo,xl,x2]...+(x—x0)..(x—xn_l)F;[xO,...,xn]

Exemplul 3 Folosind diferentele divizate sa se determine
polinomul Newton de interpolare ce interpoleaza datele din

tabelul urmator:

x| -1[1]27]3
flal21]=2

Solutie:
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Construim tabelule diferentelor divizate si apoi cu
ajutorul elementelor de pe prima linie a tabelului polinomul

Newton de interpolare.

x [/ [F [& [A
1 4 1 0 “1/4
1 2 1 1

2 1 3

3 2

Utilizand relatia (14) obtinem:
N3(x): E)(xo)"' (x _xO)E[XO’xl]+ (x _xo)(x _xl)FZ[xO’x1’x2]+
+ (x —xo)(x -X )(x— xz)F3[x0,...,x3]

Astfel polinomul Newton de interpolare este:
N3(x):4+(x+1)(_1)+(x+1)(x_1)(x_2)(_%]_

Exemplul 4.
Sa se determine polinomul Newton de interpolare de grad

cel mult 3, ce interpoleaza functia f: R — R, f(x)=2x" +3x-1

in nodurile x =0,1,2,3 . Care este gradul polinomului gasit?
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Solutie:

Construim tabelule diferentelor divizate si apoi

polinomul Newton de interpolare.

x ky F F B
0 -1 5 2

1 4 9 2

2 13 13

3 26

N3(x): Fo(x0)+(x—x0)Fl [xo,x1]+(x—xo)(x—xl)Fz[xo,xl,x2]+(x—xo)(x—xl)(x

Astfel obtinem:
N,(x)=—=1+5x+2x(x—1).
Remarcdm ca el are gradul doi si coincide cu functia
data:
Ny(x)=f(x)
In ceea ce priveste eroarea pe care o introducem
aproximand o functie prin polinomul de interpolare de grad cel

mult n, se poate demonstra cd in cazul unei functii de clasa

C"*!([a,b]) aceasta este dati de:

)= 10-£.0)= 10 A cuze o)
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Daci in plus nodurile din intervalul [a,b]sunt

echidistante, atunci

B ) -lrt-r) s () e

Exemplul 5.

Sa se determine cat de mare este eroarea pe care O
introducem cénd aproximdm functia f(x)=sinx pe intervalul
[0,2]cu un polinom de interpolare corespunzitor unui tabel de
intrpolare cu 21 noduri echidistante.

Avem n=20, a=0,b=2,

f(”)(xX =|cosx|<1=M.

Astfel obtinem o eroare foarte mica:
1 (2-0Y"
E, (x)= P (x)<s——| == | =0012-107
N A e
1.3. DIFERENTE FINITE

Diferentele finite sunt utile in evaluarea numerica a
derivatelor si in formulele de interpolare. Ele sunt de mai multe
feluri si se aplica unor functii definite in puncte echidistante:
X, =x,+ih:

-diferente progresive:
Af(x) = f(x, +h2—f(xi) _ f(Xi+1)h_f(Xi)
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Aki]f(xm ) B Aki]f(xi)

A f(x)= )

-diferente regresive:
Vf(x) = f(Xi)_Z(Xi -h) _ f(xi)—hf(xi_l)
VEf(x) = V) =V ) (15)

h
-diferente centrate:
S(x )=/ (x )
S-S =) T T
h h
S )-8 f(x )

5 f(x)= — .

F (x;)=

Pentru a trece de la diferentele finite la diferentele
divizate se foloseste relatia:
AN F(x)=V" f(x;,)=8" f (onsa) = = 1" F"[x,, %, s X, |
Astfel, cu ajutorul lor pot fi construite polinoamele de
interpolare, in cazul functiilor definite pe un suport de
interpolare cu noduri echidistante.

Fie deci functia f cunoscutd printr-un tabel de
interpolare In care abscisele x; sunt echidistante.

Dorim sa evaluam functia in punctul intermediar
x,(x #x;). Vom considera in mod simplificator cd acest punct
poate fi situat:

-la inceputul tabloului x,< x <x,
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-la sférsitul tabloului x, , < x <x,

Daca x,< x< x,,; cui#0 sii#n—1 vom neglija un
numadr de puncte de la inceputul sau sfirsitul tabloului, pentru a
ne situa intr-unul din cazurile de mai sus.

Formulele de interpolare construite cu ajutorul
diferentelor finite poartd numele de formulele Newton —
Gregory.

Prima formulda Newton-Gregory realizeaza interpolare

la inceput de tablou, adica considera: x = x, +uh cuO<u< 1.
Pornind de la expresia polinomului Newton de

interpolare in punctul x, si exprimand diferentele divizate cu

ajutorul diferentelor finite progresive: F, [x,,Xx,....,x,] =

Akf(xo)

Iy se obtine:

P(x)=P(x+u-h)=p1(u)=
Xo (x—x¢) (x—x))
f(xo)+ A (xy) + Tk
4 (x_xo)'(x_xl)"-(x_xn—l)
n-h"

N (X)) + .

A" f(x,)

Tinand cont de faptul ca:
x—x, =x—x,—(x, —x,) =uh—kh=(u-k)h , obtinem:

R R R

A”fo
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Urmatoarea formulad de interpolare Newton-Gregory se
referd la interpolarea la sfarsit de tablou si se obfin exprimand
diferentele divizate prin diferente regresive. Astfel daca se ia:
x=x,—u-h, 0<u<l, sise parcurg aceleasi etape, se obtine:

pQ(”):fo_%'vfn +M

NV L+ (=1) u(u—1).(u—n+1)

2! nl Vi

1.3. INTERPOLARE CU FUNCTII SPLINE

Polinomul de interpolare Lagrange prezinta un grad
inalt pentru un numar mare de puncte. Aceasta ne determina
uneori sa alegem polinoame de interpolare de grad mic,
valabile pe subintervale ale intervalului [a,b]. In astfel de
situatii folosim functiile spline pentru aproximare.

Definitia 1.

O functie S se numeste functie spline de grad k daca ea
indeplineste conditiile:

Este definitd pe [a,b],

Derivatele ei de ordin r sunt continue pela,b], pentru
0<r<k-1

Restrictiile ei la subintervalele [x,,x i=1n-1 sunt

i+14»

polinoame de grad cel mult 4.
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Functii spline liniare

Fie n+1 puncte: x,< x,;<...< x, In care se cunosc
valorile functiei: f(x,), f(x,),...,f(x,), vom considera in
acest caz functii de interpolare liniare locale, pe subintervalele:

[0, 10205 %, Lo [ X0, X o [, 0 X
de forma:
s;(x)=ax+b,i=0..n-1,

in care cei 2n parametri a; §i b, se determind impunand

satisfacerea conditiilor interpolare:
s(x)=f(x,) i=0..n-1 s, (x,)=f(x,)
si a conditiilor de racordare in punctele interioare:
s(x,)=s5,(x,) i=0.n-2
Interpolarea liniard ne ofera o functie continua si
derivabild pe portiuni, dar care prezintd totusi dezavantajul
discontinuitatii derivatelor in punctele interioare.

Conditiile de interpolare ne dau coeficientii:

INACMETICA T
: Xy —X;
b = xi+1f(xi)_xif(xi+l)

i X X '

Observam cd pe fiecare din subintervalele formate se

construiesc practic segmente de drepte ce unesc punctele de
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coordonate (x,, f(x,))si(x,,,, f(x,,)) si astfel se realizeazd o

aproximare a curbei reale printr-o linie poligonala.

Functia spline se poate prelungi si in afara intervalului

[a,b]astfel:

Functii spline patratice

Daca in cazul functiilor spline liniare pe fiecare

subinterval format am construit practic segmente, in cazul

functiilor spline ptratice se vor construi arce de parabole prin

intermediul functiilor de gradul doi.. Astfel pe fiecare

subinterval [x,,x

| se alege

i+1

s(x)=a,+b(x—x)+c,(x-x,)*, cu a,,b,c coeficienti ce

urmeaza a fi determinati.

unu:

Astfel functiile spline trebuie sa Indeplineasca relatiile:

Si(x)z /.
Si('le): fi+l
sl(x,)=d

i

= i
Si,(xiﬂ ) = di+l ’

cu d,construite recursiv cu ajutorul relatiei de ordinul

d, =-d. +2M, i=1,n—1,1ar d, arbitrar.
X —X.

i+1 i
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Se obtin relatiile:

S[.(x)=f(xi)+di(x—xi)+%(x—xi)2

Cu ajutorul functiilor spline patratice de mai sus se
obtine o functie de aproximare care are derviata contind pe
[a,b].

Exemple:

Sa se determine functia spline patraticd ce interpoleaza

datele din tabelul:

Construim functiile spline calculand mai intai coeficientii
d,pornindde la d, =0.
Astfel obtinem:

d2=2$=6, d3=—6+2¥=2, d4=—2+2¥=2.

Functiile spline patratice atasate subintervalelor formate

sunt:
_ 6 2 2
Sl(x)—1+5x =1+3x",

2

5,(x)=4+6(x—1)+ ;6(x—1)2 =-2x+10x—-4

5,(x)=8+2(x-2)=2x+4.
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Astfel functia spline corespunzatoare tabelului dat are
urmatoarea expresie:
1+3x%, x €[0,1]
S(x)={-2x>+10x -4, x €[1,2]
2x+4, x €[2,3]
Se observa ca ea este nu numai continud, ci si derivabila,
iar derivata sa este continui pe [0,3].
Functii spline cubice
Prin alegerea unor functii de interpolare de gradul 3 se
poate realiza o interpolare care presupune si fixarea valorii
derivatelor pe suportul interpolarii:
o), 1), [1(5,)
O functie spline cubica se poate exprima astfel:
S.(x)=a, +b,(x—x,)+c,(x—x,)* +d.(x-x,)’
Cei 4n coeficienti a,,b;,c;,d, ai functiilor spline se
determinad impunand 2z + 2 conditii de interpolare:
S(x)=f(x,), S(x)=f"(x)cui=0..n
si 2n—2 conditii de racordare, asigurand continuitatea si
derivabilitatea functiilor de interpolare vecine in punctele

interioare:

S;(x0) =8, (x), Si(x,) =8/, (x,)cui=0,n-2
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2. APROXIMAREA iN SENSUL CELOR MAI MICI
PATRATE

In paragrafele precedente s-au construit fuctii care
aproximeaza datele dintr-un tabel prin interpolare, adica functii
ce trec prin toate punctele din plan corespunzatoare tabelului
dat.

Uneori se pune problema gasirii unei functii care sa
reprezinte cel mai bine datele din tabel, dar care sa nu treaca
neaparat prin toate punctele date.

Primul tip de aproximare se foloseste cand datele din
tabel sut date cu o mare acuratete, iar cel de-al doilea in cazul
in care in determinarea lor pot sd apard mici erori (de exemplu
de masurare).

Cea mai des utilizata tehnica pentru a gasi o aproximanta
ca re se potriveste cel mai bine datelor dintr-un tabel este

metoda celor mai mici patrate.

Primul pas ce trebuie facut pentru a aplica aceastd
metodd este reprezentarea punctelor in plan, pentru a putea
vizualiza forma norului de puncte si pentru a intui astfel ce

model de functie se potriveste pentru aproximanta.
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In cazul in care se observa pe grafic ca norul de puncte
urmeaza forma unei drepte, precum in figura urmatoare, se

foloseste pentru aproximanti un model liniar: f(x)=ax+b.

Erorile care apar in fiecare nod, denumite si reziduuri,

e, = f(x,)-y,, trebuie minimizate.

i

In cazul metodei celor mai mici patrate coeficientii a si
b se determina impunind conditia ca suma patratelor erorilor
ce apar sd fie minimd. De aceea metoda folosita se numeste

metoda celor ai mici patrate.

N 5 .
Astfel se formeazd suma: E(a,b)=> ((ax, +b)-y,)" céreia

i=1
vrem sa-i determindm minimul. Vom calcula mai intai punctele
el stationare.
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N
oF =0 oF :22((axi +b)_yi)xi

oa oa i=1
e Mo
= _ =) +b)—y,
o % 03 (v, +)-)

Se obtine astfel sistemul:
N N N
ay x}+bY x, =Y x,y,=0
i=1 i=l1 i=1

N N
ay x, +bN->y,=0

i=1 i=1

Coeficientii din ecuatia functiei de gradul intdi care
aproximeaza cel mai bine datele 1n sensul celor mai mici

patrate sunt:

In cadrul aproximarilor pe care le facem locul functiei
de gradul intai poate fi luat de orice altd functie polinomiala si
nu numai. In cazul in care se observia pe grafic ci norul de
puncte urmeazd forma unei parabole, precum 1in figura

urmatoare, se foloseste o functie de gradul doi.
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Pentru exprimarea unui model parabolic de forma: y =
at+bx+ex’ , cu ajutorul metodei celor mai mici patrate,

construim mai intai functia E, ce insumeaza patratele

N

reziduurilor care apar : E(a,b,c)=)" ((cx,.2 +bx, + a)— », )2 :

i=1
Coeficientii a, b, ¢ se obtin din conditia ca functia £ sa
admitd un minimum, adica:

OE

=0,
8a
OF _
ob
%k _y
oc

Calculand derivatele partiale obtinem expresiile:

Zszi((cx + bx, +a) y),

— 2%((@ + bx, +a) y)x
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Simplificand

urmator:

na+by x,+cy x> =Yy

scrierea

ay x,+by.x +cy xl=>"x,
ay x;+by. xl+cd.xi =Y xly,

sumelor

obtinem

sistemul

Rezolvand acest sistem obtinem practic parabla cautata.

Exemple:

1. Si se determine curba care aproximeaza cel mai bine in sensul

celor mai mici patrate datele din tabelul urmator:

X

0

1

2

3

4

f

3,7

4,3

5,5

5,8

6,2

Reprezentand grafic punctele observam ca ele se aseaza in jurul unei

drepte

7.0000 -

6.0000

5.0000

4.0000

3.0000

2.0000

1.0000

0.0000

0.0000 0.50

00 1.0000 1.5000 2.0000 2.5000 3.0000 3.5000 4.0000 4.5000
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Astfel vom determina o aproximanta de tipul unei functii de

gradul intdi: f(x)=ax+b, cuasib dati de relatiile:

unde N=5.

Pentru usurinta calculele sunt trecute intr-un tabel:

2

i xi yi xiyi xi

1 0.0000 3.7000  0.0000  0.0000

2 1.0000  4.3000 4.3000  1.0000

3 2.0000 55000 11.0000  4.0000

4 3.0000 5.8000 17.4000  9.0000

5 40000 62000 24.8000 16.0000

> 10.0000 25.5000 57.5000 30.0000

Obginem: « - 10-252.5—5-57.5 075, 5255707510

10% —5-30 5

Astfel functia care aproximeaza cel mai bine datele din tabel

are expresia: f(x)=0.75x+3.7.
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VIII. EVALUAREA NUMERICA A INTEGRALELOR

Prin evaluarea numericd a integralelor intelegem calculul

b
aproximativ al integralelor definite, J- f(x)dx, cu ajutorul unor

a
formule care folosesc valorile functiei in anumite noduri din intervalul
[a,b]. Necesitatea evaludrii numerice a integralelor apare in specail
atunci cand primitivele functiior de integrat sunt dificil de aflat sau
cand acestea sunt date tabelar. Metodele cel mai des utilizate pentru
evaluarea numerica a integralelor sunt: metoda trapezului, metoda
Simpson si metoda Newton.

VIII.1. METODA TRAPEZULUI

Aceastd metoda se obtine aproximand functia de integrat cu un
polinom de interpolare Lagrange construit pe nodurile a si b, adica
printr-un polinom Lagrange de gradul intai.

X a b |

f fay-h b=

Pe baza tabelului de mai sus obtinem polinomul Lagrange:

e CEA MO ORI D)
fib)
@
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Polinomul Lagrange de gradul 1, ne ofera o functie care,
restrictionata la [a,b], are ca imagine geometricd un segment de
dreapta care aproximeaza curba pe acest interval. Aria subgraficului
acesteia este tocmai aria trapezului cu bazele f{a), f(b) si Indltimea

b—a . De aici rezultd si denumirea metodei drept metoda trapezului.

Observatia VIIL1. Daci f €C *[a,b], eroarea care apare
aproximand  integrala  definiti cu  formula  precedenta

este: _é 1(ENb-af, £<(ab).

Se observa ca eroarea este mare daca [a,b] este de lungime

mare. Pentru a micsora aceastd eroare se considera o diviziune a

intervalului [a,b] prin puncte echidistante. Se determina pasul / dat

b-—a . . . s .
de: h= si apoi nodurile echidistante: x=x,tik, i=0,n, unde

n

Xo= a, X,~=b.

[ > > >

X0 X1 X2 .. Xn-1 Xn

v

Aplicand proprietatea de aditivitate (fatd de domeniu) a integralei
definite si formula precedenta pe fiecare subinterval format, obtinem:

j fode= {f<x0>+f(xn)+2"2f<x )} *)

Aproximand _|. f (x)dx cu formula precedentd eroarea care se
a
obtine, notatd £ ( f ), verifica inegalitatea:
b M
cu |E(f)| & , unde M= rn[aii]‘f(z)(x)‘
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Observatia VIII.2. Marginirea erorii ne permite sd evaluam

numeric integrala cu o anumitd precizie, stabilitd prin eroarea

admisibila data, €

adm *
Impunand conditia:
(b-ay

3
(GO YOG I L) TN
12n 12¢

adm

. . | (b-a)
putem determina n =|~—M |+1.
12¢,,,

Putem evalua integrala pe baza formulei (*) considerand
n>n"si vom obtine o eroare mai mici decét eroarea admisibila data.

In continuare este prezentat un cod sursa in C, realizat pe baza

metodei trapezelor, pentru evaluarea numericd a integralei functiei

f:R>R, f (x) = x* 4+ 3x, pe un interval introdus de la tastatura.

/* Metoda Trapezelor */
#include<conio.h>
#include<stdio.h>
float a,b,x[10001],h, s;
float f(float);
inti,n;
void main()
{
printf("introduceti limita din stanga a:");
scanf("%f",&a);
printf("\nintroduceti limita din dreapta b:");
scanf("%f",&b);
printf("introduceti numarul de subintervale n:");
scanf("%d",&n);
h=(b-a)/n;
for(i=1;i<=n-1;i++)
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x[i]=a+i*h;
s=f(a)+f(b);
for(i=1;i<=n-1;i++)
s=s+2*f(x[i]);
s=s*h/2;
printf(" valoarea aproximativa a integralei este [=%f",s);
}
float f(float x)
{return x*x+3*x;}

B | CAlcc\binyrundos.exe

introduceti limita din stanga a:2

introduceti limita din dreapta b:4

introduceti numarul de subintervale n:10
valoarea aproximativa a integralei este I=36.679996

| CAlochainyundos e —

introdueceti limita din stanga a:2

introduceti limita din dreapta b Y
introduceti memarul de subintervale n; 188
valoares aproximativa a integralel este I:-36.666881

Valoarea exacta a integralei este:

¢ 11

[ +3x ) = TO = 36,(6)
2
Valoarea numerica obtinutd cu ajutorul sursei precedente in

cazul n=10 este 36.379996
Cea obtinutd in cazul n=100 este 36.666801

VIIL.3. METODA SIMPSON

In cadrul acestei metode, formula de calcul a valorii

aproximative a integralei, ce se obtine aproximand functia f* printr-un
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polinom Lagrange de gradul cel mult doi, care interpoleaza functia f

. b .
ina, c= si b, este:

[ £ds =2 (@) 41()+ £ )+ E(7).
Eroarea este data de:

E(f)=—m(b a)’ [P (&), € (a,b)

Fiind o eroare mare, in cazul unui interval de lungime

supraunitard, se recurge si in acest caz la discretizarea intervalului

prin noduri echidistante (x=xotik, i=0,n, unde xy = a, x,=b,
b-—a. . . . . .
h=——) si aplicarea formulei de mai sus pe fiecare subinterval
n

format. Insuméndu-se acestea se obtine formula lui Simpson

generalizata:

[ £ () = [f(x )+ f(x, )+2Zf(x )+4Zf(x’ et )}

Observatia VIIL.3. Aproximarea integralei _[ f(x)dx prin

formula lui Simpson generalizatd, in cazul unei functii de clasd C*, se

face cu eroarea E(f), cu

| (f)|<288 )M ,unde M'= max‘f (x)‘

Utilizand limbajul de programare C s-a realizat urmatorul program de

calcul.
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/* Metoda Simpson */
#include<conio.h>
#include<stdio.h>
float f(float);
float a,b,x[1000],y[1000], p, h, s;
int i,n;
void main ()
{
printf("introduceti limita din stanga a:");
scanf("%f",&a);
printf("\nintroduceti limita din dreapta b:");
scanf("%f",&b);
printf("introduceti numarul de subintervale n:");
scanf("%d",&n);
h=(b-a)/n;
for(i=0;i<=n;i++)
x[i]=a+i*h;
s=f{a)+f(b);
for(i=1;i<=n-1;i++)
s=s+2*{(x[i]);
p=0;
for(i=1;i<=n;i++)
YIi=(x[i-1T+[i])/2;
for(i=1;i<=n;i++)
p=p+4*f(y[i]);
s=(s+p)*h/6;
printf(" valoarea aproximativa a integralei este [=%f",s);
j
float f(float x)
{return x*x+3*x;}

VIII. 4. METODA NEWTON

Fie f eC* [a,b] si diviziunea:

. a .
a<x,<x,<b,x, =a+i ,i=12.
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Folosind pentru aproximarea functiei un polinom de interpolare
construit pe baza suportului de interpolare corespunzitor diviziunii
precedente se obtine, In mod analog, o nouda formuld de evaluare

numericd a unei integrale definite, ce poartd numele de formula lui

Newton: [ £(x)dx = ’%“[f(a) F31(x) +31(x,)+ D))+ E(S)

E(f)=—@<b a)’ £ (&), e(a,b).

In cazul formulei generalizate se realizeazd o diviziune a

intervalului [a,b] in n parti egale prin nodurile echidistante

x,,i=0,n, x,=a, x,=b si se aplica formula lui Newton pe

fiecare interval [xHxl.] Insumand relatiile obtinem formula lui

Newton generalizata:

; h ! ! h 2h
[ f(x)x = g{f(d) +f(0)+2) f(x)+ 3Z{f(xi + 5) +f(x +T)}
a i=1 i=0
O margine superioard pentru valoarea absoluta a erorii ce apare

este data de relatia:

(O=0)" \1* nde M —sup\f“>(§>|

‘ (f)|<6480 4 sefab]

Observatia VIIL.4. M'din formula lui Simpson generalizata si

M" din fomula lui Newton generalizata coincid.

Deoarece eroarea obtinuta este mai mica atunci cand se
utilizeaza formula lui Newton

(b—a)SM,,<(b—a)5M.
6480n* ~ 2880n* ’
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pentru un acelasi n, este preferabil sa se foloseasca 1n aplicatii formula

lui Newton. Programul in C corespunzator pentru cazul functiei
f:R—R, f(x)=x"+3x este prezentat in continuare.

/* Metoda Newton */
#include<conio.h>
#include<stdio.h>
#include<math.h>
float f(float);
float a,b,x[1000],y[1000],z[1000], p, h, s;
int i,n;
void main ()
{
printf("introduceti limita din stanga a:");
scanf("%f",&a);
printf("\nintroduceti limita din dreapta b:");
scanf("%f",&Db);
printf("introduceti numarul de subintervale n:");
scanf("%d",&n);
h=(b-a)/n;
for(i=0;i<=n;i++)

x[i]=ati*h;
s=f(a)+f(b);
for(i=1;i<=n-1;i++)

s=s+2*{(x(i]);
p=0;
for(i=1;i<=n;i++)

y[i]=x[i-1]+h/3;
for(i=1;i<=n;i++)

z[1]=x[i-1]+2*h/3;
for(i=1;i<=n;i++)

p=p+3*(f(y[i])+f(z[i]));
s=(s+p)*h/8;
printf(" valoarea aproximativa a integralei este [=%f",s);
Hloat f(float x)
{return x*x+3*x;}
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IX. METODE NUMERICE PENTRU REZOLVAREA
ECUATIILOR DIFERENTIALE

IX.1. INTRODUCERE

In acest capitol sunt prezentate cateva metode numerice

pentru gasirea solutiei unei probleme de forma:

{y'=f(x,J/) (1)
Y(x0) =y,

Ea reprezintd de fapt o ecuatie diferentiala insotitd de o
conditie initiald si poartd numele de problemad Cauchy (sau cu
date initiale). Ele sunt foarte des intdlnite in practicd deoarece
majoritatea fenomenelor fizice studiate sunt scrise sub forma
unor ecuatii diferentiale, caci este mai usor de determinat cum
variazd o marime decit marimea 1n sine.

Aplicarea metodelor numerice pentru rezolvarea acestor
tipuri de probleme se face in cazul in care conditia de unicitate
a solutiei este asigurata.

Teorema IX.1. (stabileste conditii suficiente pentru ca

problema precedenta sa admita solutie unica)

Fie U o vecindtate a punctului (x,,y,) de forma:
U={xy)/xe[x,~a,x,+al yely,—b,y, +b]}. Dacd f este
marginitd si lipschitziana in raport cu variabila y (adica
|f(x,31)= £, 3, | Ly, = y,]), atunci existd un numar #>0 si o
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multime U, cU de forma: U, = {(x, y)/ x €[x,,x, + h}|y - v, < b}

astfel incat, pe aceastda multime, solutia problemei (1) exista si
este unica.

Observatia IX.1. Cele mai frecvente cazuri in care f

satisface cerintele teoremei precedente sunt:

o

y

1) Daca f este astfel incat <LpeD=f este

lipschitziana in raport cu y pe D.
2) Daci f e C'(D)=> derivatele partiale sunt marginite si

deci f'este lipschitziana.

Exista doua directii principale de abordare a rezolvarii
numerice a ecuatiei (1):

- se cautd o functie elementard 7(x), care sd aproximeze
suficient de bine solutia problemei (1)

()= o st [y(x)=500] <& (v)x € [xp,x, + ]

- se determind marimile y,, care aproximeaza valorile
functiei  y(x) in  punctele x,, i=0,1,2,.., adica
|y(x)—yi| <g i=012,.. .

Cele mai simple metode numerice ce se pot utiliza in
rezolvarea ecuatiilor diferentiale sunt: metoda integrarii
iterative, metoda dezvoltarii in serie Taylor, metoda Euler si
Runge Kutta. Metoda de integrare iterativa si cea de dezvoltare
in serie fac parte din prima categorie iar metodele Euler si

Runge-Kutta fac parte din cea de a doua categorie.
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IX.2. METODA INTEGRARII ITERATIVE

Fie f:U — R, continua pe U si lipschitziana in raport cu
v, de coeficient L. Se noteaza M = sup| £(x, yl. Daca se alege
U

. 1 b . C .
h = min| a’f’ﬁ , atunci sirul de aproximatii succesive:

yn+1 :yo +'[;f(tayn(t))dt n:Oalaza“' *y (2)
converge uniform pentru x € [xo,x0 + h] catre solutia problemei

(D).
Astfel y(x)=1limy,(x) este solutia problemei (1).

Avra lar inacalitataa-

(x_xo)nH
(%) -3, (x) <ML Ner

Metoda integrarii iterative mai poartd numele de metoda
Picard si, deoarece construieste la fiecare iteragie o aproximare
a solutiei problemei, se mai intilneste si sub denumirea de

metoda aproximatiilor succesive.

Algoritmul de aproximare este urmatorul:
Pasul 1: Se determina intervalul pe care procesul iterativ

este convergent, adica valoarea lui 4 si intervalul [ x,,x, + /4 ].

Pasul 2: Se determini succesiv functiile y,(x), y,(x).... cu

ajutorul formulelor (2).
Pasul 3: Se determina indicele »n pentru care:

|y(x)_yn(x]<g (V)XE[XO,)CO-F]’I],
unde & este eroarea admisibila, folosind inegalitatea:
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n+l

(x—xp)
‘y(x) ( X<Ml{l7(n+l)'

Concluzie: y, este aproximarea dorita.

Exemplul IX.1. Utilizdnd metoda aproximarilor

succesive, sa se determine o solutie aproximativd pentru

problema:
1
y =3x+—
* 2 X, =0,y,=1.
y(0)=1

P1: Functia f(x,y)=3x +%y e C'(D) pentru orice D c R*. Fie

U= {(x,y)\|x| <Lly-1< 1}(a=1, b=1). Determinim

M = sup|fxy)|— sup 3x+1y 4,
(v}e xye 2
. )
$1 L= sup l(x,y = sup |1/2|=1/2.
(x,y)eU 6y (x,)eU

Alegem h= min(l,z,lj = l
4) 4
P2: Aproximatiile sunt:
¥ 3x* x
Y, (x)=1+] (3t+—)dt =l

X 1
Yz(x):1+IO (3t+—[1+£+ij)dt 1+;+§x2 + 2

x 1 1 3 1 2 1 3 4
Y3(x)=1+j0(3t+5[1+é+§312+%}dx= L B By X
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P3: Pentru x €[0,0+1/4]=[0, 0.25] deducem ca:
()=, (x) <
3 4 12
4. 1 @zl 1 ~8.138-107° ~0.8-10* <10™*
2 4! 32
De exemplu pentru
13x* 13x°  x*
e=10" = = P + +—
W)= =12+ B B X
proPlemei date. Ea aproximeaza solutia exactd cu o eroare de
107™.

este solutia

Exemplu IX.2. Sa consideram problema Cauchy
{ y =x"+2y
»{1)=0
Sa se determine solutia aproximativd a ei, obtinutd dupa trei

iteratii, folosind metoda integrarii iterative si sd se evalueze un
majorant pentru eroarea ce se realizeaza prin aceasta
aproximare.

Solutie:
Alegem a=b=1si multimea U =[0,2]x[-1,1].

Detrminam M = sup |f(x,y1 = sup ‘xz +2y‘ =6
(x.y)ev (x.y)ev

. 0
Determindam L = sup l(x y) = sup |2| =2
(x,y)eU 6y (x,)eU

. - 1 .
Deci vom alege un numar h<€’ atunci problema
admite o singuri solutie aproximativd y~ definitd pe intervalul
57 T . C e
[E’Z} , ca limita a sirului de aproximari (2).
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5 7
Pentru x e 7 vom avea:

J’_
3 6 15
Observam ca avem:

4
36'23[lj .i:%Lz%z0,00154
6) 4 6738 3-6

||y3_y*

IX.2. METODA DEZVOLTARII iN SERIE (METODA
TAYLOR)

Daca se presupune ca functia f este derivabila de o

infinitate de ori intr-o vecinitate a punctului (x,, y,)de raza r,

atunci putem atasa solutiei problemei (1) seria Taylor

corespunzatoare :
2
y(x) =)o +%y'(xo)+%y"(xo)+ e

Coeficientii se calculeazd consecutiv si sunt valori
cunoscute:

Yo = y(xo)a y,(xo):f(xoaJ’(xo)):fo-

Ei se obtin prin derivari succesive. De exemplu,
V@)= Fl+ VS L S =
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y”(xo) f( oayo)"'f( oayo) f(xoayo)z
G y0)+ £ 0)- £

Derivand functia precedenti, se poate calcula y"(x) si

apoi y”’( ) etc. Astfel se pot obtine valorile derivatelor de
orice ordin in punctul x,.

Practic cu aceastd metoda se aproximeaza solutia y(x) a
problemei (1) in vecinitatea punctului  (x,,y,)printr-un un

polinom Taylor de grad n (n=4 sau 5 de cele mai multe ori).
Aceasta metoda poate sa ofere valorile solutiei in nodurile
echidistante ale unui interval.

Inlocuind x cu x,+#4 vom deduce y,, adica valoarea din

punctul x,. Avem relatia:

y = yo+h[f+ (fr+ 7 f)]
expresiile din dreapta egalitatii fiind evaluate in punctul

(xo » Vo )
Pentru celelalte valori deducem relatia recursiva:

Vi = Vi +h( f+— (f + f- f )j cu termenul drept

evaluat in punctul (x,,y, ), i=Ln-1.
Formule analoage se pot obtine daca retinem mai multi

termeni din seria Taylor corespunzatoare.

Exemplul IX.3. Fie problema Cauchy urmétoare:
{y' =2x—y

y(0)=-1"
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Sd se aproximeze pe [0,1] soluia problemei folosind

metoda Taylor, cu n =3. Pasul pe axa Ox se alege h=0.1. Sa
se compare rezultatele cu cele date de solutia exacta:

Plx)=e*+2x-2.

Solutie:

Din datele problemei avem: y(0)=-1(0)=1.

Derivand in raport cu x ecuatia diferentiala din problema

deducem ca:

y'=2-y'=2-2x+y.

Considerand 1n relatia precedenta x=0 si folosind

valorile anterior calculate obtinem:
y"(0)=2-1=1.
Procedand analog si in continuare obtinem,;
Y'=—y"=2+y'=2+2x-y, y"(0)=-1

Astfel solutia aproximativa a problemei date obtinuta cu

metoda Taylor este:

2 3

y(x)=~ y(0)+%y'(0)+ Zy"(0)+ - y"(0)=

2! 3!
2 x}
=—l+x+——-——.
2 6
Astfel, considerand % =0.1putem deduce valoarea solutiei in
punctul x,=0+0,1=0,.
0> ol

Obtinem: y, =-1+0,1 + 5 c =-0,89517.
Procedand analog in celelalte puncte gasim datele din tabelul
urmdtor. Sunt prezentate si erorile care apar intre valorile

calulate si cele exacte.
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X y Soluti exacta | Eroarea absoluta

0.000000 | -1.000000 | -1.000000 0.000000
0.100000 | -0.895163 | -0.895167 0.000004
0.200000 | -0.781269 | -0.781277 0.000008
0.300000 | -0.659182 | -0.659192 0.000010
0.400000 | -0.529680 | -0.529692 0.000012
0.500000 | -0.393469 | -0.393483 0.000014
0.600000 | -0.251188 | -0.251203 0.000015
0.700000 | -0.103415 | -0.103430 0.000015
0.800000 0.049329 | 0.049313 0.000016
0.900000 0.206570 | 0.206553 0.000017
1.000000 0.367879 | 0.367863 0.000016

Eraoarea absolutd maxima este deci 0.000017.

IX.3. Metoda EULER

Pornind de la faptul ca solutia unei ecuatii diferentiale de

ordinul intai reprezinta o familie de curbe din plan deducem ca

solutia problemei (1) reprezinta si ea o astfel de curba.

Metoda Euler propune aproximarea acesteia, adica a
solutiei problemei, printr-o linie poligonald in care fiecare
segment este coliniar cu directia tangentei la aceasta curba in
punctul care coincide cu extremitatea sa stanga (vezi Fig.

IX.1.). Punctele alese in lungul axei Ox sunt echidistante, iar

distanta dintre oricare doud aldturate se noteaza cu 4.

Fie astfel nodurile echidistante x, = x, + ik .

fn punctul M,(x,,y,) se traseazi segmentul ce trece prin M,

si are panta y'(x, )= £(x,,,)-
Ecuatia este:
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¥ =¥o = y(xo Nox=x) sau y =y = £, v o = %)
Se aproximeaza solutia in punctul x, cu ordonata punctului
M, de intersectie dintre dreapta precedentd si x = x;.
Obtinem deci: y, =y, = f,h.
Proceddm analog in continuare considerand ca M, joaca
rolul lui M, etc. (vezi Fig. IX.1.).
Obtinem astfel formulele urmatoare pentru aflarea valorilor

necunoscutei problemei in nodurile alese:
Vin =Y +hf;,unde f = f(xi’yi)'

b

[

¥,

*o x4 g k4

Fig. IX.1.
Astfel solutia problemei (1) este aproximata prin functia
tabel:

Cunoscand valoarea lui 4, care poartd numele de pasul
metodei Euler, precum si numarul de valori dorite ale solutiei
problemei, adica n, se obtine practic algoritmul de calcul

numeric caracteristic metodei.
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Algoritmul Metodei Euler:
Date de intrare: n-numarul de subintervale, /-pasul metodei,
valorile initiale x,, y, si expresia functiei f.
Date de iesire: vectorul ce contine valorile numerice:
Yos Visees Vy -

P1: Se introduc datele de intrare;

P2: Se realizeazd diviziunea intervalului [x,,x, + nA] in
n intervale prin nodurile x,, x,,..., X, .

(x, = x, +ih);

P3: Se determina valorile y,, i = 0,7 cu relatia:

Ya =V, +0, 1= f(xi:yi);
P4: Se afiseza valorile functiei si nodurile in care sunt
calculate acestea, dupa care se opreste algoritmul.

Observatia IX.3. Pentru micsorarea erorilor ce intervin

in metoda Euler se inlocuieste directia segmentului M M, , cu
directia corespunzatoare mijlocului segmentului [ l.,xm],

rezultand metoda Euler modificata:
Formulele de calcul corespunzatoare acestei metode pot fi

sintetizate astfel:

xl_:x0+l'h,f;-:f(xivyi)

h h
X =X+t :yz'+_fwf, 1 :f(x' 1>y 1)'
I+E 2 I+E 2 HE HE HE

Yin =i +hfl_+1
2
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Exemplul IX.4. Fie problema Cauchy:

V'=2x-y

{y(O) =-1

Sa se determine o solutie aproximativd a ei folosind

metoda Euler cu pasul 2=0.1 .

Sa se compare valorile gasite cu cele ale solutiei exacte

Plx)=e*+2x-2.

Solutie:
Avem urmatoarele relatii:

X

e[o1].

x,=0;x,=0,1;x,=0,2;x,=0,3;x,=04....,x, =1.

Yo==1=y :yo+hf(xo’yo):_1+0,1(2—(—1)=—0.9.
y2 :yl +hf(x13y1);_0‘79, etC.

Obtinem urmatorul tabel:

x ¥(x) $(x) | eroarea absoluta

0 -1.000000 -1 0
0.1 -0.900000 -0.89516 0.004837
0.2 -0.790000 -0.78127 0.008731
0.3 -0.671000 -0.65918 0.011818
0.4 -0.543900 -0.52968 0.01422
0.5 -0.409510 -0.39347 0.016041
0.6 -0.268559 -0.25119 0.017371
0.7 -0.121703 -0.10341 0.018288
0.8 0.030467 0.049329 0.018862
0.9 0.187420 0.20657 0.01915

1 0.348678 0.367879 0.019201

Se observd cd cea mai mare eroare absolutd obtinutd este:
0.019201
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Exemplul IX.4. Fie problema Cauchy:

y=y-Z
1x xe[l,2].

N=—

(1) 5

Sa se determine o solutie aproximativd a ei folosind

metoda Euler cu pasul #=0.2. Sa se compare valorile gasite cu

valorile solutiei exacte: P(x)= °

Solutie:
Avem urmatoarele relatii:
x,=1x =12;x,=L4x,=16;x, =1,8; x, =2.
J/:l:>y=y-w¢Q y)=l+oal—1)=05
0 2 1 0 020 2 > 2 2 Ea
v, =y, +hf(x,,9,)=0.5+0,2(0,5-0,5/1,2) = 0,516667 etc.

Pe baza metodei Euler s-a realizat in C urmatorul program:
/* Metoda Euler pentru rezolvare a ecuatiilor diferentiale
*/
#include<conio.h>
#include<stdio.h>
float fun(float, float);
float x0,y0,x[100],y[100],h;
int i,n;
float fun(float x,float y)
{return y-y/x;}
void main ()
{
printf("introduceti abscisa punctului initial x0:");
scanf("%f",&x0);
printf("\nintroduceti ordonata initiala y0:");
scanf("%f",&y0);
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printf("introduceti numarul de subintervale n:");
scanf("%d",&n);

printf("introduceti pasul metodei h:");
scanf("%f",&h);

x[0]=x0;
y[0]=y0;
for(i=1;1<=n;i++)
{
x[1]=x0+i*h;
yli]=y[i-1]+fun (x[i-1], y[i-1])*h;
h

printf(" valorile aproximative ale solutiei sunt:\n");
for(i=0;1<=n;i++)
printf("y[%d]=%1",1,y[1]);
getch();
}

Rezultatele obtinute prin rularea lui sunt:

1| CYecypinynundos xs D - L TR

tulul 1mitisl =81

lgl sunt

B 3166 Ty[3)vD. S4E 1 Sdy[ 4] vE . FET155y( 5] vd. 63346

Obtinem urmatorul tabel:

x Y(x) P(x)  eroarea absolutd
1 0.5 0.5 0
1.2 0.5 0.508918 0.008918
1.4 0516667 0.532795 0.016128
1.6 0.546190 0.569412 0.023222
1.8 0.587155 0.618206 0.031051
2 0.639346 0.67957 0.040224

Se observa ca cea mai mare eroare absoluta este: 0.040224

173



Exemplul IX.4. Sa se rezolve aceeasi problema folosind
metoda Euler modificata.

Solutie:
Nodurile de pe axa Ox raman aceleasi:
x,=1Lx=12;x,=L4x,=16;x, =18 x, =2.

Avem, din datele problemei: y, =% .

Determinam mijlocul primului subinterval format,
valoarea ordonatei corespunzatoare si apoi valoarea functiei in
acest nod:

X, =x,+h/2=1+02/2=1];

1
Vi :yo+(h/2)*f(xo’yo)25+0a1*0:0-5;

F(x,0021,)= £(1,1,0.5)=0.5-(0.5) /1,1 = 0,045455 = £, ,.
Cu aceste valori calculam prima valoare numericd a
necunoscutei din problemad, adica valoarea y, :

Y=Y, + [y h =y, =0.5+0,2%0,045455 = 0,509091;

Rezultatele au fost obtinute cu ajutorul urmatorului program
realizat in C:
/* Metoda Euler modificata */
#include<conio.h>
#include<stdio.h>
#include<math.h>
float fun(float, float);
float x0,y0,x[100],y[100],Y[100],a[100],b[ 100],h;
int i,n;
float fun(float x,float y)
{return y-y/x;}
void main ()

174



{

printf("introduceti abscisa punctului initial x0:");
scanf("%ft",&x0);
printf("\nintroduceti ordonata initiala y0:");
scanf("%f1",&y0);
printf("introduceti numarul de subintervale n:");
scanf("%d",&n);
printf("introduceti pasul metodei h:");
scanf("%f",&h);
x[0]=x0;
y[0]=y0;
for(i=0;i<=n;i++)
{x[i+1]=x0+(i+1)*h;
a[i]=x[i]+h/2;
blij=ylil+h*fun(x[i].y[i])/2;
yli+1]=y[il+fun (afi], b{i])*h;
}
printf(" valorile aproximative ale solutiei sunt:\n");
for(i=0;i<=n;i++)
printf("y[%d]=%1",1,y[i]);
getch();
}

B Chlecbinhrundas s b - -,_- 1—‘—'E

introduceti abscisa punctului initial =8:1

introducet: ordonata initiala yB-8.5
introducet: numarul de subintervale n:-5
introducety pasul metodey h:-0. 2

21 SUnt

y[@]=6. S00008EY[1]=0. 509091y[2]=0 532979y[2]=0 569526y [ 4]0 E1818Ty[5]=0 679355

Datele numerice obtinute sunt trecute in tabelul urmator, tabel

in care se compara acestea cu valorile reale.
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x Y(x) $(x) eroarea absolutd
Euler
modificata
1 0.5 0.5 0
1.2 0.509091 0.508918 0.009091
1.4 0.532979 0.532795 0.016312
1.6 0.569526 0.569412 0.023336
1.8 0.618187 0.618206 0.031032
2 0.679355 0.67957 0.040009

Se observd cd cea mai mare eroare absolutd este:
0.040009 si ea este mai mica decat in cazul aplicarii metodei
Euler. Se observa o imbunatatire a rezultatelor in cazul aplicarii

metodei Euler-modificata.

IX.4. Metode Runge-Kutta (R-K)

Aceste metode constau in aproximarea solugiei y(x) a
problemei (1) in punctul x, + /4, dacd se cunoaste solutia in

punctul x;, cu ajutorul unor formule de tipul:
Yin ®Y; T Ay,

unde Ay, = ¢,k, +c,k, +...+¢, k, , coeficientii k,, i =1,m fiind

m“m?

valorile functiei f(x,y) in anumite puncte din intervalul

(. x,,0).

Cea mai simpla dintre aceste metode este metoda
Runge-Kutta de ordinul doi (RK2). In acest caz expresia lui
Ay este:

Ay =ck, + ¢k, , cu k,k, dati de relatiile:
k, :hf(xnyi)’ k, = hf(xi +h,y, +,Bk1),
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unde c¢,,c,,a, f sunt constante ce urmeaza a fi determinate.
Pentru a determina acesti coeficienti evaluam y,,, cu formula lui
Taylor coespunzatoare functiei y in punctul x,.

Avem:

)= )+ (e V)= oV )+ 2 7 )
Dar

PG )= T el ol D)= T s ) G ) o)

Astfel obtinem:

o= A L)+ s Dol ) ol

Ox oy
(*)
Dezvoltand functia f(x, + 4, y, + fk,) in jurul lui (x,,y,) avem
reltia:
f(xi—‘rah’yi+ﬂk1):f(xl’yt)+ah f+ﬂk ]; (hQ)
Dar y,, =y, +ck, +c,k, siastfel obtinem:

y(xi+1):y(xi)+h(c1+c2)f+c2h2( aer,Hf af}+0( ) functiile

din membrul drept fiind evaluate in (x,, y(x,)).
Comparand relatia gasita cu relatia (*) deducem ca c,c,,a, 8
verifica sistemul compatibil nedeterminat:

¢ +ec, =1

1,
a= = —
p 2

G
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Deducem de aici ca existd mai multe formule corespunzatoarei
metodei RK2.

1. Una din solutiile acestui sistem este: ¢, =c, = %, a=p=1.
Astfel formula corespunzatoare ei este:
V=35 (£ ) £ by G, ),
i=0,.N-1
2. O alta alegere a coeficientilor ¢,,c,,a, 3, si anume:
¢ =0,c,=1, a=f= %, conduce la obtinerea formulei

corespunzatoare metode Euler modificata:

Vi =Y, +hf(xi +§,y,- +§f(x,.,y,.)j, i=0..N—1.

3.Daca ¢,=1/4 ¢,=3/4 a=p=2/3, se obtine formula:

h 2 2
Yin =V +Z(f(xi’yi)+3f(xi +§h7yi+§hf(xi’yi)jj’

Pentru cazul formulei Runge-Kutta de ordinul 2 de mai
sus s-a realizat un program in C, pentru rezolvarea problemei

considerate in exemplul IX.4.

/* Metoda Runge-Kutta de ordinul 2 */
#include<conio.h>

#include<stdio.h>

#include<math.h>

float fun(float, float);

float x0,y0,x[100],y[100],c1[100],c2[100],h;
int i,n;

float fun(float x,float y)

{return y-y/x;}
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void main ()
{
printf("introduceti abscisa punctului initial x0:");
scanf("%f",&x0);
printf("\nintroduceti ordonata initiala y0:");
scanf("%f",&y0);
printf("introduceti numarul de subintervale n:");
scanf("%d",&n);
printf("introduceti pasul metodei h:");
scanf("%f",&h);
x[0]=x0;
y[0]=y0;
for(i=0;1<=n;i++)
{x[1+1]=x0+(@{+1)*h;
c1[il=fun(x[il.y[il);
c2[i]=fun(x[1]+2*h/3,y[1]+2*h*c1[i]/3);
yli+1]=y[i]+h*(c1[i]+3*c2[i])/4;
b
printf(" valorile aproximative ale solutiei sunt:\n");
for(i=0;i<=n;i++)
printf("y[%d]=%1",1,y[1]);
getch();
}

R T N il

¥ Chlerh b rdrundios axe -

introducets abscisa punc il 1nitial x8:1

introduceti orde i initiala yd-0.8
introducets de subintervale n-5
introduceti

ualoriie aprox

y[B]=8. 508088y[1]=8
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In urma ruldrii acestui program pentru pasul 4 =0.2 si
n =15 s-au obtinut datele din tabelul urmator. Tot in acest tabel
se face o comparatie intre valorile numerice si cele exacte

evaluandu-se erorile absolute ce apar.

x ¥(x) $(x) eroarea absoluta
RK2
1 0.5 0.5 0.000000
1.2 0.508824 0.508918 0.000094
1.4 0.532569 0.532795 0.000226
1.6 0.569021 0.569412 0.000391
1.8 0.617607 0.618206 0.000599
2 0.678705 0.67957 0.000865

Se observa ca erorile ce apar sunt intr-adevar mai mici
decat h’=0.008.
Programul se poate adapta foarte usor pentru cazul altor

formule Runge-Kutta de ordinul doi, si pentru alte ecuatii
diferentiale de ordinul intdi cu solutie unica.

Pentru a obtine insd aproximari mai bune se folosesc de
cele mai multe ori formule de ordin superior, cum sunt formule
Runge-Kutta de ordinul 3 si 4. Si in acest caz existd mai multe
formule deoarece sistemul rezultat este tot compatibil
nedeterminat.

Dintre cele mai importante formule Runge-Kutta de
ordinul 3 amintim In continuare cateva:
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o y(x+h)=y(x)+1/6(k, +4k, +k,),
unde k =hf(x,y), k,=hf(x+h/2,y+k/2),
ky=hf (x +h,y —k +2k,)

o y(x+h)=y(x)+1/4(k +3k,)
unde k =hf(x,y), k,=hf(x+h/3,y+k/3),
ky = hf(x+2h/3,y, +2k,/3)

In cazul folosirii acestor formule se obtine o eroare de
ordinul Tui * .

Pentru cazul primei formule Runge-Kutta de ordinul 3
avem:
y(x+h)=y(x)+h/6(c, +4c, +c,),
cu clzf(x,y), czzf(x+h/2,y+k1/2),
c, =f(x+h,y—k1 +2k2)
Un program realizat in C pe baza acestei formule, pentru

rezolvarea problemei considerate in exemplul 1X.4, este
urmatorul:

/* Metoda Runge-Kutta de ordinul 3 */
#include<conio.h>
#include<stdio.h>
#include<math.h>
float fun(float, float);
float x0,y0,x[1000],y[1000],c1[100],c2[100],c3[100],h;
int i,n;
float fun(float x,float y)
{return y-y/x;}
void main ()
{
printf("introduceti abscisa punctului initial x0:");
scanf("%f",&x0);
printf("\nintroduceti ordonata initiala y0:");
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scanf("%ft",&y0);
printf("introduceti numarul de subintervale n:");
scanf("%d",&n);
printf("introduceti pasul metodei h:");
scanf("%f",&h);
x[0]=x0;
y[0]=y0;
for(i=0;i<=n;i++)
{x[i+1]=x0+(i+1)*h;
cli]=fun(x[i],y[i]);
c2[i]=fun(x[i]+h/2,y[i]+c1[i]*h/2);
c3[i]=fun(x[i]+h,y[1]-c1[i]*h+2*c2[i]*h);
yli+1]=y[i]+(c1[i]+4*c2[i]+c3[i])*h/6;
b
printf(" valorile aproximative ale solutiei sunt:\n");
for(i=0;i<=n;i++)
printf("y[%d]=%1"1,y[1]);
getch();

sk 1
C3ZBEEY[ 3]0 . FERYSIY[ 4] 10 . 818253y (D] 10 . 6 THE23

In urma rularii acestui program pentru pasul 2 =0.2 si
n=>5 s-au obtinut datele de mai sus. In tabelul urmator sunt
comparate acetea cu solutia exactd si cu cea numerica obtinuta

cu metoda RK2.
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x y(x)
RK3

1 0.5
1.2 0.508824
1.4 0.532569
1.6 0.569021
1.8 0.617607
2 0.678705

()

0.5
0.508918
0.532795
0.569412
0.618206

0.67957

eroarea

absoluta
0.000000
0.000094
0.000226
0.000391
0.000599
0.000865

y(x) RK2

0.5
0.508939
0.532828
0.569453
0.618253
0.679623

eroarea
absoluta

0.000000
0.000021
0.000033
0.000041
0.000047
0.000053

Comparand aceste date cu cele din tabelul ce contine

valorile solutiei exacte a problemei si cu cele obtinute ca

urmare a aplicarii metodei RK2, se observa ca erorile ce apar

sunt evident mai mici in cazul aplicarii metodei RK3.

Programul se poate adapta foarte usor pentru cazul altor

formule Runge-Kutta, si evident pentru cazul altor ecuatii

diferentiale de ordinul intai.

Cele mai cunoscute formule Runge-Kutta de ordinul 4

sunt:

o yx+hn)=ylx)+1/6(k +4k, +k, +k,)
unde k, = hf(x,y),
ky=hf(x+h/2,y+k,/2),k, =hf(x+h,y+k;)

o ylx+h)=ylx)+1/8(k, + 4k, + ks +k,),
unde k, = hf(x,y),
ky=hf(x+2h/3,y—k /13+k,),
ky=hf(x+hy+k —k, +k;).

ky=hf(x+h/2,y+k /2),

ky=hf(x+h/3,y+k/3),
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